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PREFACIO
 

El autor es de la opini6n de que la teoria elemental de valores
 

esperados de una variable aleatoria debe recibir mas atenci6n en los
 

cursos practicos sobre el muestreo. La teorla que trata de variables
 

aleatorias y funciones de las mismas es la base del muestreo probabi­

lfstico. La interpretaci6n de la exactitud de estimaciones hechas de
 

encuestas por muestreo probabillstico se funda en, entre otras cosas,
 

la teorla de valores esperados.
 

Hay muchos estudiantes cuya carrera exige la aplicaci'n del mues­

treo probabillstico que han recibido muy poca instrucci6n en matematicas
 

y estad'stica. El adiestramiento en el muestreo debe ir mas allg del
 

mero trato de disefios de muestras de una manera descriptiva. Deben in­

cluirse los fundamentos de las matem~ticas y la estad'stica. Esto aumen­

tarta mucho el entendimiento de sesgo, error del muestreo aleatorio, los
 

componentes del error y otros conceptos tecnicos; puede aumentar la ca­

pacidad de hacer adaptaciones pr~cticas de los principios del muestreo
 

y del uso correcto de f6rmulas; y puede facilitar la comunicaci6n con
 

estadlsticos matematicos y rendirla mss provechosa.
 

El prop'sito de esta monografla es servir como referencia para la
 

conveniencia de los estudiantes del muestreo. Procura expresar las mate­

m~ticas y la probabilidad pertinentes en forma introductoria y en el
 

contexto de encuestas por muestreo. Aunque se presentan algunas pruebas,
 

se hace hincapie en la exposici6n de lenguaje y conceptos matem'ticos
 

m~s bien que en las matem9ticas per se y la prueba rigurosa. Se dan muchos
 

problemas como ejercicios para que el estudiante pruebe su interpretaci6n
 

o entendimiento de los conceptos. La mayor parte de las matematicas es
 

elemental. Si alguna f6rmula parece complicada, es probablemente porque
 

representa una larga secuencia de operaciones aritm'ticas.
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Cada cap~tulo empieza con explicaciones muy sencillas y termina en un
 

nivel mucho m's alto. La mayor'a de los estudiantes que hayan estudiado el
 

algebra elemental no deben tener dificultad respecto a los principios de los
 

capitulos. Los que han cursado matematicas mas avanzadas y estad'stica pue­

den repasar r~pidamente los principios de los cap'tulos y dedicar mas tiempo
 

al estudio de las partes mas diflciles. No es necesario terminar un capi­

tulo antes de seguir al siguiente.
 

Una explicacion de los valores esperados de variables aleatorias, como
 

la dada en el capotulo III, fue la razon inicial que motiv6 esta monografla.
 

Los capltulos I y II se agregaron como base para el cap'tulo III. El caps­

tulo IV enfoca atenci~n sobre la distribucion de un estimador, que es la
 

base para comparar la exactitud de planes alternativos de muestreo y para
 

opinar sobre la exactitud de una estimacion hecha de una muestra. El con­

tenido del cap~tulo IV se encuentra en textos sobre el muestreo, pero es
 

importante que los estudiantes reciban de mos de una fuente la explicaci'n
 

de la distribucion de un estimador, especialmente con respecto a estimaciones
 

hechas de encuestas reales por muestreo.
 

Mi interns y mi experiencia en la instruccion de estudiantes han sido
 

relacionados principalmente con personas que empezaron sus carreras en en­

cuestas agricolas. Agradezco al Statistical Reporting Service la oportu­

nidad de preparar esta monografla.
 

Earl E. Houseman
 
Estad'stico
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CAPITULO I. NOTACION Y SUMATORIA
 

1.1 	 INTRODUCCION
 

Al trabajar con grandes cantidades de datos, es necesario contar
 

con un sistema adecuado de notaci6n. La notaci'n debe identificar los
 

datos por elementos individuales y proveer expresiones matematicas sig­

nificativas para una variedad de res~menes de datos individuales. Este
 

cap'tulo describe la notaci'n e introduce el 9igebra de sumatorias,
 

principalmente con referencia a datos derivados de encuestas por mues­

treo y de censos. El proposito es familiarizar a los estudiantes con
 

la notaci'n y la sumatoria, mas que presentar conceptos estad'sticos.
 

Al principio algunas de las expresiones podr~n parecer complejas o abs­

tractas, pero no involucran mas que series de operaciones de adicion,
 

substraccion, multiplicaci'n y division. Se incluyen ejercicios para
 

que el estudiante verifique su interpretaci'n de distintas expresiones
 

matematicas. Tambien se discuten las operaciones algebraicas y se in­

cluyen algunos ejercicios algebraicos. En gran parte, este capltulo
 

puede considerarse como manual de ejercicios para los estudiantes que
 

tengan interns en el muestreo pero que no esten completamente acostum­

brados al uso del s~mbolo de sumatoria, E. El conocimiento del len­

guaje matem~tico facilitaro mucho el estudio del muestreo.
 

1.2 	 NOTACION Y EL SIMBOLO DE SUMATORIA
 

En esta monografla "elemento" se usars como expresion general para
 

una unidad a la que corresponde una medici6n. Un elemento puede ser una
 

finca, una persona, una escuela, un tallo de malz o un animal. Tales
 

unidades se llaman a veces "unidades de observaci'n" o "unidades de in-


Generalmente son de interns varias caracter~sticas de un
formacion". 


elemento.
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"Medida" y "valor" se usargn como terminos generales para el valor
 

num~rico de una caracterlstica especificada de un elemento. Este uso
 

incluye los valores asignados. Por ejemplo, el elemento podr'a ser una
 

finca y la caracterlstica podr'a ser que en ella se cultive o no trigo.
 

Un valor de 1 podria asignarse a una finca en que se cultiva trigo y un
 

valor de 0 a una finca sin cultivo de trigo. Ast, la "medida" o "valor"
 

de una finca con trigo serfa 1 y el valor de una finca sin trigo ser'a 0.
 

T~picamente, un conjunto de medidas de N elementos se expresar' como 

sigue: X1, X2 , ... , X, en donde X se refiere a la caracterlstica que se 

mide y el sub~ndice se refiere a los distintos elementos de la poblacion 

(o conjunto). Por ejemplo, si hay N personas y la caracterlstica X es la 

estatura de una persona, entonces X es la estatura de la primera persona, 

etc. Para referirse a cualquier elemento, no a un elemento especlfico, se 

usa un subindice, "i". AsT, Xi (le'ase "equis sub i") quiere decir el va­

lor de X correspondiente a cualquiera de los N elementos. Una expresion 
comun seria "X. es el valor de X correspondiente al i-esimo elemento".
 

1 

La letra griega E (sigma may'scula) generalmente se usa para indicar
 

una suma, d~ndosele el nombre de "slmbolo de sumatoria". Cuando se encuen-

N
 

tra en una ecuaci6n, quiere decir "la suma de". Por ejemplo, E X. repre­
i=l1
 

senta la suma de todos los valores de X, desde X hasta XN inclusive; es
 
N 

decir, E X. = X1 + 2 ++ + X . Los l'mites inferior y superior apare­
i=l1 

cen debajo y arriba del s~mbolo de sumatoria. Por ejemplo, para expresar
 
20
 

la suma de X para los elementos 11 hasta 20 inclusive, se escribe E X..
 
i=11
 

Tambien pueden encontrarse notaciones tales como "EX. en donde i = 1, 2,

1 

3, ..., N", indicando que hay N elementos (o valores) en el coniunto iden­

tificados por sub~ndices que constan de los numerales consecutivos desde
 

el 1 hasta el N inclusive; en caso de tratarse de una parte de un conjunto,
 



podria tenerse una expresi6n como "EX. en donde i = 11, 12, ..., 20".
1 

Generalmente el subindice del s~mbolo de sumatoria empieza con 1, de
 
N
 

manera que a menudo se verg la sumatoria escrita como EX.. Es decir, 

aparece dnicamente el l'mite superior de la suma, y se 
i 
entiende que la 

numeracion empieza con i = 1. Hasta pueden omitirse las indicaciones
 

de ambos lmites en el caso de ser perfectamente entendido el conjunto
 

de valores que se suma. AsT, se entiende que EX. o EX. es la suma de
 

X, o sea el total de valores de X en el conjunto bajo consideraci'n. A
 

veces se omite hasta todo sublndice y se usa EX para indicar la suma de
 

todos los valores de X. Se acostumbra adoptar la notaci6n m~s sencilla
 

que sirva para los prop6sitos. En esta monografla habra variacion in­

tencional en la notaci6n con el fin de familiarizar a los estudiantes
 

con distintas maneras de representar los datos.
 

Un promedio generalmente se indica por la presencia de una raya
 

sobre el s~mbolo. Por ejemplo, X (lease "equis raya") quiere decir el
 

N 
E X. 

i=i 1 
promedio de los valores de X. AsT, X = N En este casa, el sea­

lamiento del l'mite superior, N, de la suma aclara el hecho de que la
 

suma se divide por el n'mero de elementos y que X es el promedio de todos
 
EX.1 

los elementos. Sin embargo, -N- tambien se interpretarla como el prome­

dio de todos los valores de X, salvo que hubiera indicaci6n en contrario.
 

No trate de estudiar las matem~ticas sin l~piz y papel. Cuando
 

usted no entienda la escritura abreviada, ensaye escribirla en forma de­

tallada. Esto a menudo reduce cualquier ambigUedad y ahorra tiempo.
 

Aquo hay unos ejemplos de "taquigrafta" matem~tica:
 

N 1 
 ++ 
(1) Suma de los inversos de X: El 1 1 +
i=li X 2 
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N
 
(2) Suma de las diferencias Z(Xi-C) .= (Xl-C)+(X2-C)+...+(XN-C) 

entre X. y una constante, iIL 1 

C: 1N.
 

(3) Suma de las desviaciones (X.-X)- (X-R)+(X
 
de X. respecto al j 1
 

promedio de X:
 

(4) Suma de los valores abso- EIXi-XI = IX1-xI+1 2 -xl+.. .+IXN-RI 
lutos de las diferencias 
entre Xi y X (valor abso­

luto, indicado por las
 
l1neas verticales, quiere
 
decir el valor positivo
 
de la diferencia):
 

(5) Suma de los cuadrados de X.: EX? = X2 + X2 + X2 +...+ X2
 

1 i 1 2 3 N
 

(6) Sumade cuadrados de las E(Xi-R)2 = (XI-)2 + (XN-)2 
desviaciones de X respecto 
a R: N 

E (xi-.) ( R.+XNR) 2
 

(7) Promedio de los cuadrados 	 N N
 

de las desviaciones de X
 
respecto a X:
 

N
 
(8) Suma de productos de X £ X.Y. = X Y + X 2Y2 +..+ XNYN 

por Y: i=I1 11 22 

X. XI X2 N 

(9) Suma de cocientes de X E y + 2 +XN 

divididoe_ pot Y: 1i2ipo YN 
EX. X1 + X2 . 

(10) 	 Suma de X dividida por k_ = 1 2+ +X
 

la suma de Y: 	 Yi y 1 + " + YN
 

N
 
(11) 	 Suma delos primeros N E - 1 + 2 + 3 +...+ N 

dfgitos: i-1 

N
 
(12) 	 E iX. -X 1 + 2X2 + 3X3 + +NX N
i=I 	 ... +'"
 

6
 
(13) 	 E (-.1) 1x = -X+X2 -X3+X -X5+X6 

i-2 1 '4 
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Ejercicio 1.1. Dado un conjunto de cuatro elementos con los si­

guientes valores de X: XI = 2, X2 - 0, X - 5, X4 7, y para-probar su 

entendimiento de la notaci~n de sumatoria, calcule los valores de las 

siguientes expresiones algebraicas: 

Expresign 	 Respuesta
 

(1) 	 4Z (X+ 4). 30
 
i=l
 

(2) 	Z2(X-- 1) 20
 

(3) 	2E(Xi- 1) 20
 

(4) 	E2X.- 1 27
 

EX.
(5) 	 R =---1 3,5 
=N
 

(6) 	EX? 78
1 

(7) 	E(-Xi)2 78
 

(8) 	(EX')2 196
 

(9) E( 	x-x.) 64 

(10) 	 E(X?) - Ex. 64 
1 1 

(11) 	 Ei(X i) 45
 

(12) 	 Z(-1) i(x) 0
 

-4
 
.(13) 	 E (X? - 3) 66 

4~ 4 
(14) 	 EX -E (3) 66
i-1i 1
 

jIi-i
 

Nota: E 	(3)significa "la suma de cuatro valores 3"
 

(15) 	 E(xi - ) 0 

.4 



Expresion (ontinuaci&o) Resuesta
 

,( 6) i . . -,' ,2 

'(X..-1 2X~,X) 29 

2X..X"-1 + 29, 

- NX2 

(18) N 2 

Definicio 1.1. La-variancia de X cuando X'=X, X2, ... , X se 

define en cualquiera de ;"las dos maneras siguientes:
 

N N 
E (X.-'X)2 Z(X. -R) 

S2
2 0 " 

N N-i 

La razon-de la existencia de dos definiciones se explicara en el 

capfttulo -III. Las f6rmulgs de la variancia proveen medidas del grado en
 

que los valores de X VAran (desvian) de su promedio. La ralz cuadrada 

de la variancia deX se llama la "desviaci'n est~ndar de X". El papel im­

portante qUe juegan estas definiciones de'variancia y desviaci6n estandar 

en la teorla del muestreo se volvero obvio a medida que estudie muestreo.
 

La variancia de una estimaci6n derivada de una muestra. es una de las me­

didas que se necesitan 'sara juzgar la exactitud de la estimaci'n,y para
 

evaluar disejos alternativos,de.,muestreo. Gran parte del filgebra y de la
 

notacion en este capotulo se relaciona con el cglculo de variancias. En
 

el caso de los planes-complejos de muestreo, las f6rmulas para la variancia
 

son complejas. Este capftulo deberg ayudar a aclarar para el estudiante
 

el lenguaje,matematico usado en el muestreo. 

Definici6n 1.2. ,Poblacien" es un trmino estad~stico que se refiere 

ia.un conjunto de elementos del que se escoge una muestra (amenudo. se-usa 

en vez de "pOblacin"). 



unos ejempos de poblaciones son conjuntos de fificas, tiendas, •
 

estudiantes hogares, fabricantes y hospitales. Una definicion com­

pleta de una poblacion es una.especificacion detallada de los elementos
 

que la componen. 'Los datos que han de recolectarse tambien tienen que
 

ser definidos. Los problemas relacionados con la definicion de pobla­

ciones que han de ser investigadas deben recibir mucha atenci6n en cur­

sos sobre muestreo. De una poblaci6n definida se escoge una muestra de
 

elementos, se obtiene informaci'n acerca de cada elemento en la muestra
 

y de la muestra se sacan conclusiones con respecto a la poblacion. Casi
 

todas las poblaciones estudiadas con encuestas por muestreo son finitas,
 

de manera que las matem'ticas y el tratamiento en esta monografla se li­

mitana poblaciones finitas.
 

Al tratar de la teorla del muestreo, es importante distinguir entre
 

los datos que corresponden a los elementos en una muestra y los datos
 

que corresponden a los elementos de la poblaci6n entera. Muchos autores
 

usan letras mayusculas al referirse a la poblacion y mindsculas al re­

ferirse a la muestra. AsT, X1 , ..., XN representarlan los valores de
 

alguna caracterlstica, X, para los N elementos de la poblacion, y xl,
 

x representarfan los valores de X que se encuentren en una muestra de
 n 

n elementos. Los sub~ndices en x1, ... , x simplemente sefialan los 

distintos elementos en una muestra y no corresponden a los subindices en 

Xl, ..., que sefialan los elementos de la poblaci6n. En otras pala­

bras, x, podria ser cualquiera de los X. De manera que 

N n 
EX. Ex. 
i 3 X representa el promedio de X en la poblaci6n y i n = repre-
N 


senta-una media muestral. En este capitulo usaremos solamente mayiscu­

las, salvo en el caso de constantes y subTndices, porque el enfasis
 



rincipal sera puesto sobre la representaci6n simb6lica de datos para un
 

conjunto de elementos y sobre el algebra. Para este prop6sito es sufi­

ciente empezar con los datos correspondientes a un conjunto de elementos,
 

sin interesarnos en que 16s datos correspondan a una muestra de elementos
 

o a todos los elementos de una poblaci6n.
 

Las ltras X, Y, Z a menudo se usan para representar distintas carac­

teristicas (variables), a la vez que las primeras letras del alfabeto se
 

usan com~nmente para las constantes. No hay reglas fijas con respecto a
 

la notacign. Por ejemplo, cuatro variables o caracterlsticas podrian 11a­

marseX 1' X X3, X4. En este caso, X i podr~a usarse para representar el
 

i-9simo valor de la variable X1. Tipicamente, los autores usan la notacion
 

que lea convenga para sus problemas. No es prctico estandarizar completa­

mente la notaci6n.
 

Elercicio 1.2. En la lista de expresiones en el ejercicio 1.1, encuen­

tre la variancia de X; es decir, encuentre S2. Suponga que 4 sea 15 en vez
 

2 1de 7. lCufnto cambia la variancia de X? (Respuesta: de 9-a 44 .)
 

Ejercicio 1.3. Dados cuatro elementos con los siguientes valores de
 

X y de Y 

X - 2- 0 X3 5 X4 77 

Y - 2- 3 3 1 Y4 14 

encuentre los valores de las siguientes expresiones: 

Expresi6n Respuesta Expresi6n Respuesta 

(1) xiY 107 (6) E(X ­ y -6 

(2) (EX.)(EY1) 280 (7) EX1- ZY. -6 

(3)E(i-R)(y.- ) 37 (8)E(X- y)2 74 

(4) ZX Y1- NN 37 (9) E(X2 -y) -132 

(5) N Yi--i 1,625 (10) EX2 -EY2 -132
 
N'1 1 
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-204 

Expresi6n Respuesta Ex"resion psta,
 

(11) {E(X 36 (12) (EX.) 2 -(EY) 2 

1.3 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
 

Varios elementos en un conjunto de N podr*an tener el mismo valor
 

con respecto a alguna caracterlstica, X. Por ejemplo, muchas personas
 

tienen la misma edad. Sean X. una edad especffica y Nj el n~mero de
 

personas que tienen la edad X. en una poblaci'n (conjunto) de N personas.
 

K
 
= en donde K es el n~mero de edades distintas en la po-
Entonces E N. N, 


j=1 3
 
blaci6n. Ademgs, EN.X. es la suma de las edades de las N personas en
 33
 

EN.X.
 
la polacin yEN.
la poblaci'1 T --- 1 - representa el promedio de las edades dr las N per­

3 
sonas. Una lista de X. y N. se llama "la distribuci6n de frecuencias 

de X", porque N. es el n~mero de veces (la frecuencia) que la edad X.3
'3 


se encuentra en la poblaci6n.
 

0, si queremos, podemos usar Xi para representar la edad de la
 

i-9sima persona en una poblaci6n de N personas. Ffjese que la j era
 

Indice de individuos, y la
sub~ndice de edad. Ahora usamos la i como 

EX. EN.X. EX. 

edad media se escribira --. Fjese que ENX EX. y qua EN. N " 

La elecei6n de cualquiera de estas dos representaciones simb6licas de la 

edad de personas en la poblaci6n es cuesti6n de conveniencia y proposito. 

- 20)Ejercicio 1.4. Hay 20 elementos en un conjunto (es decir, N 

y los valores de X para ios 20 elementos son 4, 8, 3, 7, 8, 8, 3, 3, 7,. 

2, 8, 4, 8, 8, 3, 7, 8, 10, 3, 8. 

(1) Haga una lista de los valores de X. y N. donde j es un Tndice
 

para los valores 2, 3, 4, 7, 8, 10. Esta lista es la distribuci6n de
 

frecuencias de X.
 

(2) jCu l es el valor de K?
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InterPete y-verifique 1o-sigduiente mediante'la ejecuci6n de los cgl­

culos indicados:
 
N K
 

(3) E X. E N.X.
 
i=1 j=j JJ
 

EX*. =N..
 

E(x-') 2 EN.(X.- R)2 

(5) N 
 EN.
 

1.4 ALGEBRA
 

En la aritm'tica y el algebra elemental, el orden seguido al sumar o
 

multiplicar n~meros no afecta los resultados. Las leyes bien conocidas
 

de la aritm~tica, al extenderse al algebra que involucra el s~nbolo de 

sumatoria, conducen a las siguientes reglas o teoremas importantes: 

Regla 1.1 Z(X.- Y.+ Zi) = X.- Y.+ EZ. 

o. E(X1 + X2 + ... + XKi) = EX1i+ EX2 + ... + EXi 

Regla 1.2 ZaX. = aEX. en donde a es una constante1 2.-

Regla 1.3 E(X.+ b) = EX.+ Nb en donde b es una constante
 

Si no le es obvio que las ecuaciones dadas arriba son correctas, es­

criba en forma detallada ambos miembros de las igualdades y f~jese que la
 

diferencia entre el lado izquierdo y el de la derecha es el orden en que
 

la suma ha sido ejecutada. Fijese que el uso de los parentesis en la regla
 

1.3 significa que b aparece N veces en la suma. Es decir,
 
,%N
 

E (x.+ b) (X1+ b) + (X2+ b) + ... + (XN+ b)
 

X+
(X+ X2+ b
 

Con base en,laregla 1.1 podemos escribir
 

N' N' N
 
iE(x+ b) -E X. + E b
 
iza1 i-l" i-.
 



La expresi6n E b quiere decir ",sume el valor de b, que ocurre N veces".
i-i
 
N 

Por lo tanto, E b - Nb. 

i-l N 
Ffjese que, si la expresi6n-hubiera sido EX. + b, entonces b serla una 

1
 

N
 
cantidad que habrfa de agregarse a la sums EX..
 

N N
 

En muchas ecuaciones aparecera R; por ejemplo, en RXO.o en Z(Xi-R ).
 i
i I 


Desde que X es constante con respecto a la suma, EXX.1 XEX.. Asi es
1
 

que E(X.- R) = EX.- ER - EX.- NX. Por definicion,
1
2 I
1 


EX.
•i
 

,
; por lo tanto, NX = EXi y E(Xi- X) = 0.
 
1 i
 

N
 
Para poder trabajar con una expresion como E(X.+ b)2 , tenemos que


1
 

elevar al cuadrado la cantidad entre parentesis antes de sumar, asi:
 

E(X.+ b)2 = E(X? + 2bX. + b2) 
11
 

= EX? + E2bX. + Eb2 (regla 1.1)
1 1 

= EX? + 2bEX. + Nb2 (reglas 1.2 y 1.3)
1 1
 

Verifique este resultado mediante el uso de notaci~n detallada. Empiece
 

con (X1 + b)
2 + ... + (XN + b)2 .
 

Es muy importante observar las reglas ordinarias del 'algebrarefe­

rentes al uso de los parentesis. Los estudiantes frecuentemente cometen
 

errores a causa de no prestarle suficiente atenci6n a la colocaci6n de
 

los parentesis o a la interpretacion de ellos. Hasta que conozca bien
 

las reglas dadas, practique la conversi6n de formulas simb'1icas en ex­

presiones detalladas y viceversa. Estudie cuidadosamente los ejemplos
 

siguientes:
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(1) E(X) 2 
1 

(EX
1 

El miembro izquierdo de esta
desigualdad es la suma de los 

cuadrados de X.; el miembro de­

recho es el cuadrado de la suma 
de Xi, siendo aquT indispensable 

el uso de los par'ntesis. El 
miembro izquierdo, en cambio, 

X. X2 
podria escribirse simplement:e 
Como EX2 . 

1 

(2) E(-jA)2 = -.
N2 

Se aplica la regla 1.2. 

(3) E(X.+ Y.)2 EX + Zy2 Hay que elevar al cuadrado la 

cantidad entre parentesis antes 

de sumar. 

(4) -(X2 + Y?) =EX + iy2 Se aplica la regla 1.1. 

(5) EX.Y. (EXi)(Yi) El miembro de la izquierda es
 
1 1 la suma de productos; el miem­

bro de la derecha.es el pro­
ducto de sumas.
 

2
(6) Z(Xi - Y.)2 f EX? - 2ZX.Y. - EY

N N 
(7) Ea(X.- b) # aEX.- ab 

3.m
i 

N N 
(8) Ea(X - b) = aEX.- Nab 

1 3i 

N N 

(9) a(EX.- b) aEX.- ab
i z
 i 


(10) EX.(X.- Y.) EX? EX.Y.
 

1 1 1 .
 

Ejercicio 1.5. Demuestre las siguientes ecuaciones (suponiendo en
 

todos los casos que i - 1, 2, ... , N): 

(1) E(X-X) 0
 

:,X.Y. Y. 
(2) "- , 

(EX) 2 "
 

N'
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(aX +bY.+ C) aEX.+ bZY.+ NC
(4) 	 W -

Nota: 	 Lasecdadidnes (5) y (6) ser~n,muy familiares en el futuro.
 

(5). E 	 X-, X1 '­

(6) 	 "Y) = Ex Y
 

1X7Y.) 2 - ! E(X + aY.)2
 

2
a .1 a . i 

(8) Sea 	Y. a + bX.; demuestre que Y = a + bX y que EY1 	 1 

Na(a + 	2bX) + b2EX .
 
I
 

(9) Suponga que X. - 1 para N1 elementos de un conjunto, y que 

X. = 0 	para NO de los elementos. El ndmero total de elementos en el.
 
N1 N0 

conjunto es N = N1 +N 0 Sean -- = P, y -= Q. Demuestre que 

Z(Xi- R) 2 

N 	 = PQ" 

(10) 	 E(Xi- d)2 = E(Xi- R)2 + N(X - d)2 . Sugerencia: convierta
 

2
(X.- d)2 en la forma {(Xi-R) + (X -d)1 . Recuerde de sus estudios del 

algebra elemental que (a + b)2 - a2 + 2ab + b2 , y considere a (Xi- R) 

como a , y a (R - d) como b. LPara que valor de d sera minima la can­

tidad E(Xi- d)2?
 

1.5 SUBINDICES DOBLES Y SUMATORIAS DOBLES
 

Cuando hay m~s de una caracteristica para un conjunto de elementos,
 

las distintas caracterlsticas podrfan distinguirse mediante el uso de una
 

letra distinta para cada una, o mediante un subIndice. Por ejemplo, Xi
 

e Y. podr~an representar el ndmero de hect~reas de trigo sembrado y el
 

n~mero de hectareas de trigo cosechado en la i- sima finca. 0 podr~a
 

usarse Xi, donde i es el sub~ndice para las caracterfsticas y j el
 

subindice para los elementos; es decir, X.. serfa el valor de la carac­

terlstica Xi para el j-9simo elemento. Sin embargo, cuando se van a
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tratar de la misma manera los datos sobre cada una de varias caracter~s­

ticas para un conjunto de elementos, podrfa ser innecesario usar nota­

ci'n 	que distinga las caracterTsticas. Por lo tanto, uno podr'a, digamos,
 

calcular (---)2
 
N -	 1 para todas las caracter~sticas. 

Se nec3sita mas de un sub~ndice cuando los elementos son clasificados
 

de acuerdo con ms de un criterio. Por ejemplo, X.j podr~a representar el
 

valor de la caracter~stica X para la j4sima finca en el i-esimo municipio;
 

o Xik pOdr~a ser el valor de X para el k-'simo hogar en la j-esima man­

zana de la i-4sima ciudad. Como otro ejemplo, suponga que el procesamiento
 

de datos para fincas involucra la clasificaci6n de fincas por tamafio y
 

tipo. Podrfamos usar X para representar el valor de la caracterfstica
ii k 
X para la k-esima finca en el subconjunto de fincas clasificadas como tipo
 

j y tamafio i. Si N.. es el nrimero de fincas clasificadas como tipo j y
 13J
 

N.. 
E ij 

tamaflo i, entonces k i X.. es el promedio del valor de X para el 
'13
 

subconjunto de fincas clasificadas como tipo j y tamafio i.
 

Hay dos tipos de clasificaci'n: la cruzada y la "anidada" o jersr­

quica. Ambos tipos se encuentran a menudo en el mismo problema. Sin
 

embargo, los trataremos por separado. Un ejemplo de la clasificaci6n je­

r~rquica es fincas dentro de municipios, municipios dentro de Estados, y
 

Estados dentro de regiones. La clasificaci6n cruzada consiste en exhibir
 

los datos en dos o ms dimensiones, como se demuestra en la secci6n que
 

sigue.
 

1.5.1 	CLASIFICACION CRUZADA
 

Como ejemplo de clasificaci6n cruzada y de sumatoria con dos sub~n­

dices, suponga que estamos tratando de las greas de K cultivos sembrados
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= un conjunto de N fincas. Representemos con X. 1e9rea del i-simo 

cultivo en la j-esima finca, donde i - 1, 2, ..., K, y j 1 2, ... , N. 

En este caso, los datos pueden arreglarse en ,unamatriz de K par N, como 

sigue: 

Fila"(i) Columna (j) Total de 

Fila 
1 j N 

XI X . XIN z X1i
 

1 XK ... Xij ... XKN E X.. 1 

j
 

Total de X l X. i XiN EX..j

Columna i i 3iij 1
 

N
 
La expresi'On EXij (o EXij) significa la suma de los valores de Xij


i1 1
 1 


correspondientes a un valor fijo de i. De manera que, con referencia
 
Columna * . 1 2 

N
 
a la matriz, TX.. es el-total de los valores de X en la i-sima fila;
 

o, coneerencia al ejemplo de fincas ysureas bajo cultivo, EX.. serla
 

el rea total en todas las fincas ocupada pou el i-simo cultivo, sea
 

K
 
cual fuere este. De manera similar,IEX ij (o EX..ij ) es el total de co­

lumnamari l .es columna, que en el ejemplo es el total del rea
 

que dedica la j-asima finca a los K cultivos bajo consideracin. La
 

KN
 
suma dese este. Devanea s X podra escribirse como X.. o ZeX... 

ij I3 ij 13 
"Sumatoria doble" quiere decnr "la sum de sumas". La separaci6n
 

de una sumatoria doble en sus componentes puede facilitar mucho el enten­

dimiento de ella Aquo hay dos ejemplos:
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KN N N N
 
(1).X..j ij X + jX2 .. + EYl
.... EX(1 + 


Coilreferencia a la matriz anterior, la ecuacion (1.1) expresa el gran
 

tot l 'como la suma de los totales de las filas.
 

KN N N
 
(2) EEX..(Y..+ a) = .X..(Y.+ a) + ... + EXKj(Y .+~~ij Ni j1 KJjJa) (1.2)
 

V,

N
 

EX .j(Ylj+a) = X1 (Y11+ a) +...+ X1N(Y1N+ a)
 

En las ecuaciones (1.1) y (1.2) la suma doble ests escrita como la suma de
 

K sumas parciales; es decir, una suma parcial para cada valor de i.
 

Ejercicio 1.6. 
 (a) Escriba una ecuaci'n similar a la ecuaci6n (1.1)
 

que exprese el gran total como la suma de los totales de las columnas.
 

(b) La ecuaci'n (1.2) abarca KN t'rminos, Xij (Yi+ a).
 

Escriba estos terminos en la forma de una matriz.
 

Las reglas presentadas en la secci6n 1.4 tambign son aplicables a la
 

suma doble, como se ve:
 

KN KN KN
 
EEX..(Y..+ a) = EEX..Y..+ aEEX..ij Ij I ij Ij 13 ij Ij (1.3) 

Estudie la ecuaci6n (1.3) con referencia a la matriz solicitada en el
 

ejercicio 1.6(b). Para poder entender completamente la ecuaci'n (1.3),
 

puede ser necesario escribir los pasos intermedios para convertir el miem­

bro del lado izquierdo de la igualdad en el del lado derecho.
 

Con el objeto de simplificar la notaci6n, se usa comdnmente un sis­

tema de notaciSn con puntos. Por ejemplo:
 

EX.. X.
 

j1 3 

EX.. X.
 
i IJ 4J
 

E.X., X.
 
ij3
 

1 
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El punto en X. indica que, ademfs de la:i, hay otro subIndice involucra­

do y Xi. se interpreta como la suma de los valors de X-correspondiente a
 

un valor fijo de i. Similarmente, X. es la suma de X correspondiente a
 

un valor fijo de j, y X.. representa una suma que abarca ambos subindices.
 

Como ya se ha dicho, un promedio se indica mediante una raya. AsT es que
 

X. es el promedio de X.. correspondiente a un valor fijo de i; es decir,
 

NK
 

2. 13 

N 
E X.. 

N i ., y X.. representarfa el promedio de todos los valores de Xij; 

EX.. 

es decir, 
n-

AquT hay una ilustraci6n de como la notaci6n de puntos puede simpli­

ficar una expresi6n algebraica. Suponga que se desea referi. e a la suma
 

de los cuadrados de los totales de filas en la matriz antes mencionada.
 

Esta suma se escribir~a como Z(Xi.)2. La suma de cuadrados de los prome­
1 

dios de filas sera E(Ri.)2. Sin la notaci6n de puntos, las expresiones
 
1 

N
 
EX


K N K . ij
 
correspondientes serlan E(ZX. )2 y E(.L _)2 . Es muy importante usar
 

i j 3 1N K N
 

correctamente los parentesis. Por ejemp~lo, la expresi'n Z(ZX. )2 no es la
 
KN i13
 

misma que EEX?.. Incidentalmente, Lcu'l es la diferencia entre estas dos
 
ij 13 

expresiones?
 

Usando la notaci6n de puntos, la variancia de los promedios de filas
 

podr'a escribirse como sigue:
 

K
 
-(i.)2
_ 


- K-i (1.4)
 

donde V representa "variancia" y V(Ri.) es una expresion de la variancia 

de X. . Sin la notaci6n de puntos o algo equivalente, una f6rmula para 

la variancia de los promedios de filas se versa mucho mas complicada.
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-Ejercicio 1.7. Escriba 'cmo (I..4), 'que representeuna ,ecuaci&n1, la 

la variancia de los promedios de columnas.
 

Ejercicio-l.8 Dados los valores siguientes de X
 

ji
1 2 . 4­

1 8 11 9 14 

2 10 13 11 14 

3 12 15 10 17 

encuentre los valores de las siguientes expresiones algebraicas:
 

Expresi6n 
N 

Respuesta Expresi6n 
P N 

Respuesta 

(1) EXlj 42 (9) KE(X.-; R.)2 54 
J 3j 

N KN 
2jX (10) ..(X .- . + R..)2 6 

(2) - 12 ij1 
KN 

(3) X3. 13,5 K (EEX. )2 

(Xi4 45 ij ij 78
 

KN 
 K KN
 
(5) EEX.. 144 Zx? (EEX..)2


ij ij3i 
(12) 18
 

(6) X 12 N KN
 

N 
2
KN (13) E(X1 j- XI) 21 

(7) E(X ij- )2 78 j. 
3 

K KN 
(8) NE(X. -.. .)2 18 (14) .ZZ(Xi Xi) 60
 

i .o6
i 1* 18 

Ilustraci6n 1.1. Con el fin de introducir otro aspecto de notacion,
 

refierase a la matriz de la p'gina 15 y suponga que los valores de X en
 

la primera fila son multiplicados pa" .6,salores de X en la segunda
1
 

2~ocssra
fila por a2 y as1 sucesivamente. La matrizen.tones sra: 



a19
 

a.Xl,"' a.Xl. .' a.XI
 

..... IXiN
 

aKXK1 ... aK.Xj ... aX 

aKK ".. a1(Xj "" aKX 

El termino general puede esrribirse como aiXij porque el subhndice de a 

El total de-los KN valores de y el 	subindice i en X. son el mismo. 

KN 

a.X.. 	es EEa.X... Puesto que a. es constante con respecto a la suma que
 
1N
x1J 


jj
inour o1o clcra antes del s~mbolo de sumatoria E. Es
involucra j, podemos colocar a. 

decir, Ea.X.. = E X 
11 i 2j 

Vuelva a la matriz de valores de Xij en el ejercicioEjercicio 1.9. 


1.8. 	 Suponga que a1 = -1, a2 0, a3 1.
 

Calcule:
 

(1) 	EZa.X..
 
.. 121 

a.X..
 
(2) & N
 

ij
 

.
(3)' a.X • (Respuesta: -296)
 

.. 1 	 j3
 

Demuestre algebraicamente que
 

Ex.
(4) 	Zra.X.. EX X 
jij. i j 3 


a.X..
 
112(5) 	 EE-- N -3 1 , 

2(6) xEa.X.x2 .- EX
112 	 3j lj 
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Ejercici6 1.10. Etudie .,la.siguiente ecuci6n y escribad las, sumas
 
en.:forma :detallada,, en caso de,.que esto sea.necesario para'.asegurarse que
 

la''ecuacin.es correcta:'
 

KN
 

,Z(aX.. + bY,..,-) aEX.. + bEEY..
 
"j 1313 1 . . 13i 

IlustraciSn 1.2. Suponga que
 

Y.. x..+ a. + b. + c, donde i = 1, 2, ..,K, y J = , 2, N. ..x A -13~-,. , 3 -. -

Los valores de'Y.. pueden presentarse en forma de matriz como sigue:
 

--.. +c ........
Y.. X a +b .. : X + a +b +c1T1 1 N 1N 1iN
 

. +.=: X" c
 

que'a
F .jese es una cantidadque Varla difila afila pero 'es constante
 

en cddiTa ; b.'var'a de columna coluinaaapero es constante en cada co­

lumria. Al aplicar l"as reg-las park e usode 1iok's SImbolos de" sumatoria, 

tenemos 

.. = E(X. + a.+ b 
13 . .:13 j+ C) 

-e EX..+'Na. +ETh v.Nc* 13 1 

, . . +
 
. .... E(X..+ a. .+b. + .c)
 

"1 1-X. Ea. +Kb.+ Kc' 
. 13... . ' . 

LEY. 2'-+,(X.. + a. + b. + c)3, j
-.. -13 ,, .,, 

= EEX.. + Na. + KEb. + KNe 
j3 1 'j3 

Ilustraci~n 1.3. Hemos notado'queiE(X.Y ),,
no,es igual a-(4X.) (EY.). 

Vease'-(1) y (2).'en-'elejercicio,.I, y,(5)- enla p.pg-ina: 12.. .,Pero..ZEX.Y. = 

(EX.) (EY.), donde.I1 ,, 2 .,.K,:yj 1, 2, ... N. .,.Esto se -ve 
S ' J ."
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en forma de miatriz:clarante is esr.bmos los te~rin~ de EEXY. 

Totales de filas
 

+ + XIYN 	 X1 YjX1Y1 	+ X1Y2 

+ X2Y + X2Y + + XY 	 xEY
 
i21 2 2 27N 	 2j
 

+ XKY + XKY2 ... +XKYN 	 XKEY
 

Suma de totales de filas: EX.EY. 

La columna a la derecha indica la suma de los t~rminos en cada fila. 

La suma de estos totales es X EYj+...+XKZY. - (XI+...+XK)EYj = EX.EY. 

Se podrla' lograr el mismo resultado final al sumar primero las columnaa. 

Frecuentemente las sumas intermedias son de intergs primario.
 

Ejercicio i11. Verifique que EEX.Y. = (EX)(EY.), usando los vw­
•
 ..I j 


lores de X e Y dados en el ejercicio 1.3. En el ejercicio 1.3 el sub­

fndice de X y el de Y eran el mismo. Pero este no es el caso en la 

expresi~n EEX.Y..i.1:3 

Ejercicio 1.12. Demuestre las siguientes ecuaciones:
 

KN K N K N N .
 
Ea2EX.Ij + 2Ea.Eb.X..j + Kb 

2

(1) EE(a X + b )2 i j i IiJ I j j

ij 

KN 	 K N K 
(2) EEa.(x..- . - Ea.Ex..- NEa.-..
 .
 .. xi 

1j 	 I 1
 

K N K
KN 

(3) 	r.Ea.(X..- Xi.)(Yij- Yi.) = Ea.EX Y NEa.X., Y. 

.. 1 ij 1• 10 

1.5.2 CLASIFICACION-.ANIDADA 0 JERARQUICA
 

La presencia de un subfndice doble no necasariamente implica que
 

se pueda hacer una clasificaci6n cruzada significativa de los datos.
 

Por ejemplo, X.. puede representar el valor de X correspond.ente a la
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-jsimafinca en el i4simo municipio. En-este caso, la j simplemente 

identifica una finca dentro de uin municipio. No hay correspondencia 

entre, digam&s, la finci nimero 5 en un municipio y la finca ndmero 5 

en otro municipio. En verdad, el n~mero total de fincas varla de un
 

municipio a otro. Suponga que hay K municipios y N. fincas en el i-esimo
1 

municipio. El total de X correspondiente al i-esimo municipio podrfa
 
N.
 

expresarse como X. = Z X.. . En este caso, la expresi6n X.. no tiene
 
1KNj .i 


significado. El total de todos los valores de X es ZZ X...
 
ij i
 

Cuando la clasificaci'n es jersrquica, el orden de los sub~ndices
 

y el orden de los s~mbolos de sumatoria deben ser del orden superior de
 

clasificaci6n al inferior. 
Por esto, en el ejemplo citado arriba, el
 

sub~ndice indicativo de fincas estg a la derecha y el s~mbolo de suma­

toria correspondiente a este sub~ndice tambign estg a la derecha. 
En la
 
KN.
 

expresin EXi, la suma con respecto a i no puede hacerse antes de
 
ii sumar con respecto a j. Pero cuando la clasificaci6n es cruzada, las sumas
 

se pueden hacer en'cualquier orden.
 

En el ejemplo de K municipios y Ni fincas en el i-esimo municipio
 

(y en'ejemplos similares), pueden considerarse los datos como arreglados
 

en filas (o en columnas):
 

X ll X12 1 ,.. X N1 

X2 1 ' X2 2 ' .,X2N2 

x~l,
 

AquT hay dos sumas dobles que han s4do descompuestas para su examen:
 
KN. 
(EE (X..-ij .)= El (X .-ij 

) 2 +...+ EK(X 
Kj 

R..)2'( (1.5) 

NE 1x l j - R ;2 lmi: VX"X.)2 +"'.+ (XN - ,.2 
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La ecuacign (1.5)., esla suma de cuadrados de las desviaciones, (X. -X), 

de los valores de X. respecto al promedio global. Hay ZN. valores de 

KN. 
EE'X.. 

x ""= K . Si no hubiera interns en identificar los datos 

EN. 
j•1
 

por municipios, bastarla un solo sub~ndice. La ecuaci'n (1.5) entonces
 
N
 

seria E(Xi- X)2.

1
 

KN. N N
 
- E''+ XK )2 


N V
 

(2) EE'1 (X'- X. )2 = Ei (X i)2 + EK(XK. - . (1.6) 

") 2El(X"i- X1 = (X11- R 2 +.) X l.+)RIO 

N1
 
.29
 

En la ecuaci6n (1.6) Ireconoce EI(x 1.- Xl )2? Involucra 0nicamente el 

subconj'unto de elementos en donde i = 1; es decir, X11, X12, ... , XIN I 

Fljese que XI. es el promedio de los valores de X en este subconjunto.SN1
 

Por lo tanto, E1(X1 es la suma de los cuadrados de las desvia­i- Xl.)2 


j3
 
ciones de los valores de X en este subconjunto respecto al promedio del
 

conjunto. La suma doble es la suma de K t~rminos, y cada uno de los K
 

torminos es una suma de cuadrados correspondiente a un subconjunto de X,
 

siendo i el subfndice de los subconjuntos.
 

Eiercicio 1.13. Sea X.. el valor de X correspondiente a la j-esima
13
 

finca en el i-esimo municipio. Ademas, sea K el nimero de municipios y
 

N. el nomero de fincas en el i-0simo municipio. Suponga que los valores
1
 

de X son como sigue:
 
X = 3 X = 1 X13 5
 

x21 =4 x22 =6 

x =0 5 = 1 K =23
31 32 33 34
 

Encuentre el valor de cada una de las siguientes expresiones:
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Exprsi~nRespuesta,
 

K,
(I) Z.N. 	 9 
.1 

1.
 
KN.X
 

(2) 	EEX.. 27
 
1J
 

(3) X.. y X.. 	 27 3
 

N "
 
(4) EtXI = Xl. 

(5) X2 . y X3p 	 10 8
 

(6) x 19, X2 ; Y X3 	 3 5 2 

ZN.X.
 
(7) ZN. 
 31 

KN. K
 

(8) Z(Zx. )2 o EX? 	 245
 

(9) ZZ(X. .- .. )2 36
 
"3
 

N
 
(10) E (Xj- Xi) 2 	 8
 

N.
 
(11) Z1 (Xij- Rio )2 	 8, 2 y 14 cuando i = 1,3 	 2 y 3, respectivamente
 

KN. 
(12) jZE (X..- i.)2 	 24
 

K
 
(13) EN*(x. - R )2 	 12 

N. KN.
 
K (EZx)2 (ZZx" ")2
 

N.) iZN3 	 1
 

K 2 
(15) ZN.x. - N*.12 

1. 12 

Las expresianes (14) y (15) del ejercicio 1.13 son representaciones
 

simb6licas de la misma cosa. Por definici6n,
 



25 

KNi
Ni 

EEX.. X y EN. N
E X..13l X.,.1 .. 13 "" .
 

3 13 1
 

La substituci'n en (14) nos da
 

2
K X? x i. (1.7)
 
.N. N
 

1 
X. X 

Tambien por definici6n, = X."Ki. Y -T X6.0' Por lo tanto, 
1 

2X? XN-.-= N:2 N 2
-- . Por esto, por substituci6n, la ecuaci6n (1.7)
 

K 
se convierte en EN.X

2 - NX • 

Ejercicio 1.14. Demuestre las siguientes igualdades:
 

KN. K
 
() 	EEIx. x.. Ex? 

.. 	 1 3 -. 

KN.
 
(2) 	£E3R. (X..- R = 0

i3
 

K 	 K
 
(3) 	EN.(X. - R )2 = EN.RX- NX2 

" " 1 i t
i 1 

F~jese que esto iguala las expresiones (13) y (15) del ejer­

cicio 1.13. La demostracion es parecida a la que se pidi6 en 

la parte (5)del ejercicio 1.5. 

KN. K N. K K 
(4) 	zZl(aXi..- b.)2 = Ea2Z 1X2.- 2Ea.b.X. + EN.b
 

i3 	1 .ji.3 1 • 

1.6 	 EL CUADRADO DE UNA SUMA
 

En estad'stica es a menudo necesario trabajar algebraicamente con
 

el cuadrado de una suma. Por ejemplo, 

2 - X2 .N. X2 + X2X1+...+ x+2X1+..(EX)	 2 
=(X 1+ x 2 +...+ 

Los t~rminos en el cuadrado de la suma pueden escribirse en forma
 

de matriz:
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x xxx X.
x. x x
 1 1 1 2 lj 1 N
 

x2x i x22 ...x2x . 2xN
x


x x x x x.x. .x
1 1 i 2 3 1 iN 

XNX 1 XNX2 XNXi ... XNXN
 

El termino general en esta matriz es X.X., en donde X. y X. vienen del
'-3 1 3 

mismo conjunto de X, a saber, X1, ... , XN. Por lo tanto, i y j son sub-

Tndices del mismo conjunto. Ffjese que los terminos que forman la dia­

gonal principal de la matriz son los cuadrados de los valores de X y po­

dr~an escribirse como EX . Es decir, en la diagonal principal i =j, 

y X.X. = X.X. = X? . Los demas t~rminos son todos productos de algun
1 1 1 1. 

valor de X multiplicado por alg'n otro valor de X. En estos terminos
 

los sub~ndices nunca son iguales. Pot lo tanto, la suma de todos los
 

terminos que no estgn en la diagonal principal puede escribirse como
 

EX.X., en donde i~j se usa para indicar que la suma incluye toos los
 

terminos en donde i no es igual a j; es decir, todos los terminos que no
 

estgn en la diagonal principal. De modo que hemos demostrado que (EXi)2=
 

Ex + Ex.x..

Si~jI j 

Observe la simetr'a exhibida por los terminos sobre la diagonal y 

debajo de ella: XIX 2 = X2X1 ; X1X3 = X3XI, etc. Cuando ocurre una simetria 

como esta, en vez de EX.X. puede encontrar una expresion equivalente: 
ijlJ 

2X.X.. La suma de todos los trminos sobre la diagonal principal es X.X..
i<j J i<j I 

Debido a .la simetr~a, la suma de los t rminos que est'n debajo de la diago­

nal principal es la'misma. Por lo tanto, EX.X. = 2EX.X.. 
i#j- 3 i<j' J 
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4 

Fjercicio 1.15. Escriba los t'rminos de ( ZXi)2 2+X3+X4 )2I(Xl+X
i= 1
 

en forma de matriz. Considere X1 = 2, X2 = 0, X3 = 5, X4 = 7. Cal­

cule los valores de EX4, 2EX X., y (EX.)2. Muestre que en este caso
 
I i<j1
 

se verifica la igualdad (EXi)2 = EX4 + 2EX.X..
1 1 .<jl j
 

Un resultado importante (que utilizaremos en el cap'tulo III) se
 

deriva del hecho de que
 

(EXi)2 = EX4 + EX.X. (1.8)

1 1 i1 J3 

)Sea X. = Y.-	 Y. Substituyendo (YI- en lugar de X.1 en la ecuacion 

(1.8) 	tenemos
 

{E(y i - Y)12 = (yi- Y)2 + E (Yi- Y)(Y.- Y)
 

Sabemos que {E(Y i- V)}2 0, porque E(Yi- Y) = 0. Por consiguiente,
 

E(y y)2 + (Y- Y)(Yj- Y) = 0
 

Se deduce entonces que
 

y)2
EN- )(yj-	 Y) = _E(yi (1.9) 

Ejercicio 1.16. Considere
 

2) 

1~ . 1 3 
E(Y- y( 	 Y) = EY.Y.- YY.- Yy + Y

1j 1 

= Ey.y.- yEy.- y. + q
i~j, J i~j, iojj i~j
 

jEsta usted de acuerdo con que E2 = N(N-1) 2? Con referencia a la
 
ijj
 

disposici~n en forma de matriz, 2 aparece N2 veces, pero la especifi­

caci6n es que i~j, de modo que no queremos contar las N veces que P se
 

encuentra en la diagonal principal. Trate de determinar los valores de
 

EX. y EX. y entonces demuestre que E(Yi- Y)(Yj- Y) 2.
i i~jg 	 = EYYj- N(N-1)y
i~j	 i.=j i~ji 3
 

Sugerencia: Considere la disposicion de los datos en forma de matriz. En
 

EY. Lcugntas veces aparece Y1? jAparece Y2 el mismo ndmero de veces?
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1.7 	-SUMAS DE.CUADRADOS
 

Porvarias razones los estadisticos se interesan en los componentes
 

de variaci6n; 
es decir, la medida del monto de variaci'n atribuible a
 

cada una de varias fuentes. Esto involucra el calculo de sumas de cua­

drados que corresponden a las distintas fuentes de variacion que son de
 

intergs. Hablaremos de un ejemplo sencillo de clasificaci6n jerarquica
 

y uno sencillo de clasificaci~n cruzada.
 

1.7.1 	 CLASIFICACION JERARQUICA
 

Con el fin de ser algo espec~ficos, nos referimos al ejemplo de K
 

municipios y N. fincas en el i-esimo municipio. La suma de los cuadrados
 

de las desviaciones de Xij respecto a X.. puede dividirse en dos partes,
 

como se ve en la siguiente ecuaci6n: 

KN. K KN. 
EE (X. . )2 = EN.(X. - R )2 + ZE1(Xij- R )2 (1.10)

ij,1 1 i 

La cantidad del primer miembro de la ecuaci6n (1.10) se llama "suma 

total de cuadrados". En el ejercicio 1.13, parte (9), la suma total de 

cuadrados era 36.
 

La primera cantidad del segundo miembro de la ecuacion involucra los
 

cuadrados de(i- Roo), que son desviaciones de los promedios de clase
 

(de municipios) respecto al promedio global. 
 Se llama "suma de cuadrados
 

interclase"; con referencia al ejemplo, se llama "suma de cuadrados inter­

municipio". En el ejercio 1.13, parte (13), tambi'n se calcul6, con re­

sultado 12.
 

El ditimo t~rmino de la ecuacion se llama "suma de cuadrados intra­

clase", porque involucra las desviaciones dentro de las clases con respecto
 

a ls promedios respectivos. Ha sido presentado ya. Vea la ecuaci6n (1.6)
 

y la explicacion que la acompa-a. En el ejercicia 1.13 la suma de cuadrados
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intraclase era 24, calculada en la parte (12). De modo que, en el.
 

ejercicio 1.13, tenemos la suma total de cuadrados, 36, que es igual
 

a la suma interclase, 12, mas la suma intraclase, 24. Esto verifica
 

la ecuaci6n (1.10).
 

La demostraci6n de la ecuaci6n (1.10) es f~cil si se empieza 

correctamente. Escriba Xj- Xo = (Xij - Ri.) + (X.- X..). Esta tec­

nica sencilla de agregar y restar Ri. divide la desviaci6n (Xij- X..) 

en dos partes. La demostraci6n sigue as': 
KN.
 

..)2 _, .{(x . )+ (i.- i.)EE (K._" 	 _ 1.
ij 	 .13 


' )+ (x i -
 X..) 2}
 
= EE{(X. . )2 + 2(Xi - i. )(R . - x 

= Ez(X..- X. )2+2EE(X..-Xi.)(X-.-X )+E.(Xi.-X )2
j1
ii ii iji s 


Ejercicio 1.17. Demuestre que
 

KN. KN. K 
X" )(Xi - = - = ENi(Ri _ .R. ) 0 y que EE£(X 	 ..)2 - .)2
EE1 (X'- 1 °) 	 (X..
•. 13 ° 


ij 	 ij i 

La ejecucion del ejercicio 1.17 completa la demostracion.
 

La ecuaci6n (1.10) esta escrita en una forma que muestra su signi­

ficado mas bien que en la forma mas util para fines de cdlculo. Para
 

fines de calculo se usan com6nmente las siguientes relaciones:
 

KNi
 
Total = EE .- X )2 = E Xj- 9.
13 13
13 


K
 
Entre clases = EN.(X.- R )2 = MR2 N-2
 

"
 1
i
1 


KN.
 
Dentro de clases = EZ(X..- X. )2 = jEX2.. EN.R2
 

.. 1 i ..lJ iI
 

N. 	 KN.
 
E.X.. INIZEX..


K 	 .1 .. 

=
 en donde N ENi ,Rio N' y X..


IN . 
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KN.
 
4Fjese que la mayor parte de la aritm'tica se reduce a calcular EE 2
 

ij i
K . I' 

EN, 'y 2 *..Hay alternativas que pueden usarse. Por ejemplo, se
i 5. 

*--ii K 

puede us Z- en vez de EN.X? 
pN. . i. " 

Ejercicio 1.18. Demuestre que
 

KN.
 
EI (X..- x. )2 = EEX4.- EN.X"


i
iJ
ij 


Ocurre un caso especial muy 'til cuando N. 2. La suma de cuadrados
 

intraclase resulta ser
 

K2 K
 
EE(X..- X. )2 = E{(X- )2 + X X)2)
 
ij .i i2 1
 

+
Xi.X ii X i2 2 i2 2
 . 2 es fcil demostrar que (Xi- X) - (Xi- X )2
 

y qu(X - )2= -X.2
(Xi 2 - ji)2 14-X - Xi2). Por lo tanto, la suma de cuadrados intra­

clase resulta ser
 

X- 2)2 
2. il i2 

1 

que es una forma muy conveniente para el calculo.
 

1.7.2 CLASIFICACION CRUZADA
 

Refi'rase a la matriz de la p'gina 15 y al ejercicio 1.8. La suma
 

total de cuadrados puede dividirse en tres partes, como se ve en la si­

guiente ecuacian:
 

KN K N KN
 
EE(X..- 0.)2 = NE(Ri._ R .)2 + KE(X.- ..)2 + ZE(Xi - R.. )2 (1.11)

i j 3.j •i " i j " " 

Refi~rase al ejercicio 1.8 y encuentre la suma total de cuadrados y las tres
 

partes. Son:
 
Suma de cuadrados
 

Total 78
 
Filas 18
 
Columnas 54
 
Resto 6
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Las tres partes si.man el total, lo que verifiea la ecuaci6n (1.11). En
 

el ejercicio 1.8, la suma de cuadrados llamada "resto" se calcul' di­

rectamente (yea parte (10) del ejercicio 1.8). En la prfctica, la suma
 

de cuadrados "resto" generalmente se obtiene restando del total las
 

sumas de cuadrados correspondientes a filas y a columnas.
 

Nuevamente, la demostraci6n de la ecuaci6n (1.11) no es diflcil si
 

se empieza correctamente. En este caso la desviacion, (Xij- X.), se
 

divide en tres partes mediante la adici6n y substracci6n de Xi. y X'
 

+(X..-X =(Xi.- R.)+(X.j- )+(X.-Ri- R " ) (1.12) 

Ejercicio 1.19. Demuestre la ecuaci'n (1.11), elevando al cuadrado
 

ambos miembros de la ecuaci'n (1.12) y efectuando la suma. La demostra­

ci'n consiste principalmente en mostrar que las sumas de los terminos
 

que son productos (pero no cuadrados) son iguales a cero. Por ejemplo,
 
KN 

- ' 
hay que mostrar que EE(X.i- X . )(X i j .- ." + X .) = 0. 

ij 
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CAPITULO II. VARIABLES ALEATORIAS Y PROBABILIDAD
 

2.1.-VARIABLESALEATORIAS
 

' 
La,palabra "aleatorio! posee'unagran variedad de significados. Sin
 

embargo, su uso en expresianes como "sucesos aleatorios", "variable alea­

toria" y "muestra aleatoria" implica un procedimiento tal que la probabi­

lidad de ocurrencia de un suceso es conocida a priori. Para seleccionar
 

una muestra aleatoria de elementos de una poblaci6n, se hace uso de tablas
 

de ntmeros aleatorios. Hay varios modos de usar tales tablas para hacer
 

una selecci6n aleatoria de manera que un elemento dado tenga una probabi­

lidad especificada de ser seleccionado.
 

La teorla del muestreo probabillstico se basa en el concepto de una
 

variable aleatoria, que es una variable que, de acuerdo con el resultado
 

del procedimiento, puede tomar cualquiera de un conjunto definido de va­

lores. El valor de una variable aleatoria en cualquier ocasio6n particu­

lar es determinado por un procedimiento aleatorio de tal manera que se co­

noce la probabilidad de que sea igual a cada valor especificado del con­

junto. Esta definici6n estg de acuerdo con la de "muestra probabil~stica",
 

que enuncia que cada elemento de la poblaci'n tiene que tener una probabi­

lidad conocida (mayor que cero) de ser seleccionado. Un prop6sito prin­

cipal de este cap~tulo es presentar una introducci6n elemental o repaso
 

breve de la probabilidad como base para el pr6ximo cap'tulo, que tratara
 

de los valores esperados de una variable aleatoria. Esto conduce a una
 

base te6rica del muestreo y para evaluar la exactitud de estimaciones que
 

se haceu con los datos de una encuesta por muesireo probabil~stico.
 

En la teor~a del muestreo, generalmente empezamos con una poblaci6n
 

imaginaria de N elementos y una'medida de alguna caracter~stica, X, co­

rrespondiente a cada elemento. Una representacion matem'tica-t~pica de
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las N medidas o valores es X , X .p XN, en donde.X. es el valor 

de la caracterlstica X correspondiente al i-Ssimo elemento. Asociada
 

con el i-esimo elemento hay una probabilidad, P., que es la.probabilidad
 

de obtener ese elemento al seleccionar aleatoriamente uno de los-elemen­

top del conjunto de N. Las P. se lamargn "probabilidades de selecci6n".
1 

Si cada elemento tiene la misma probabilidad de selecci6n, Pi N " No
 

es obligatorio que las P. sean iguales, pero vamos a especificar que cada 

P.>O.1 Al referirnos a la probabilidad de que X sea igual a X., usaremos"1 

P(X.) en vez de P.. 

Tenemos que darnos cuenta de la diferencia entre probabilidad de
 

selecci6n y probabilidad de inclusion- esta 'ltima es la probabilidad
 

de que un elemento sea incluido en una muestra. En este capltulo, gran
 

parte de la materia se orienta hacia las probabilidades de selecci i,
 

debido a su importancia en la b~squeda de valores esperados de estima­

ciones derivadas de muestras de varias clases.
 

Definici6n 2.1. Una variable aleatoria es una variable que puede
 

ser igual a cualquier valor, Xi , en un conjunto definido, con una pro­

babilidad de P(X.),
 

Cuando se selecciona aleatoriamente un elemento de una poblaci6n
 

y se mide una caracterlstica de el, el valor obtenido es una variable'
 

aleatoria. Como veremos mas adelante, si se selecciona aleatoriamente
 

una muestra-de elementos de una poblaci6n, la media muestral y otras
 

cantidadestcalculadas de la muestra son variables aleatorias.
 

. Ilustraci6n 2.1. Uno de los ejemplos m~s familiares de una variable 

aleatoria es el n~mero de puntos que aparecen en la cara superior de un 

dado despus de habierlo lanzado. Este ejemplo tambien ilustra el con­

cepto de probabilidad que nos interesa; es decir, la frecuencia relativa 

,con que un -suceso ocurrirt con referencia a un conjunto definido de
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sucesosposibles. 
En el caso del dadohay seis sucesos posibles y
 

esperamos que cada uno ocurra con la misma frecuencia, 1/6, suponiendc
 
que el dado es lanzado un numero esm
 

infinito de veces,,o 
o ienos mu­ch~simas veces. Impl~citas en la declaracign de que cada carade un
t
- dao eesn roIliad 
 .
 . .
 ....
 
dadQtiene una probabilidad de 1/6 de quedar en la,parte,superior.hay
 

algunas suposiciones respecto a,la estructura,de] 
dado.y ,a'la natura­

leza aleatoria del lanzamiento..
 

Las leyes :aditiva ymultiplicativa ,de probabilidad pueden ex­

presarse de'varias.maneras, dependiendo del.contexto en que se usen.
 

Eni el 	muestreo, nuestro interns ;radica principalmente en el'resultado
 

de una sola seleccionaleatoria o de una-iserie de ellas-que produce una
 

muestra prababil~stjca.4 
 Por-lo tanto, las reglas'o teoremas para la
 

adici6n o la multiplicaci'n de probabilidades se presentaran y se :tra-.
 

targn 'nicamente 
en el contexto'del muestre.p.babilsticb.
 

2.2 	 ADICION'DE PROBABILIDADES
 

Suponga una poblacion.de'N elementos;y una variable X con valor X.
 

Para'eli-esImo elemento."" Es decir, tenemos un conjunto de valores de
 

X, a saber; X1
 "' 	 i. .. Se" 1' P,, P un canjunto
 

de probabilidades de seleccion-, en donde P. es la probabilidad de selec-'
 

cinar el iesimo elemento."al hacer una seleccion aleatorii. 
Especifi-

S"N...
 camps 	que cada P. tiene que ser mayor que cero y que EP. 
 1. Al selec­

cionarraleatoriamente un.elemento, la probabilidad de que sea el i-esimo
 

elemento o el j-esimo elemento es P. + P.. 
 Esta regla de adici~n puede
 

expresarse en forma'emas gerieral.., 
Sea P- la suma de las probabilidades
 

de selecci~n correspondientes a.:los.elementos"en un subconjunto de los N
 

elementos._ Al hacer una selecei~n.aleatoria del conjunto entero, P 
_es 

la probabilidad deque, el elemento escogido pertenezca al subconjuntoy, 
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1 - Pes la probabilidad de que no pertenezca al subconjunto. Con re­a 

ferencia a'la variable X, sea P(Xi) la probabilidad de que X tome el va­

lor x.. Entonces P(X.) + P(Xj) representa la probabilidad de qu X to­
2.) 1or~ 3asep. u 

me uno de los valores X. o X., y PS(X) podra usarse para represertar 

la prbbabilidad de que X sea igual a uno de los valores en el subconjunto. 

Antes de sumar (o restar) probabilidades, debe determinarse si los 

sucesos son mutuamente excluyentes y si todos los sucesos posibles se han 

tornado en cuenta. Considere dos subconjuntos de elementos, el suconjunto 

A y el subconjunto B de una poblaci~n de N elementos. Suponga que un 

elemento se selecciona aleatoriamente. LCu~l es la probabilidad de que 

el elemento pertenezca a uno de los subconjuntos A o B? Sea P(A) la 

probabilidad de que el elemento seleccionado sea del subconjunto A; es 

decir, P(A) es la suma de las probabilidades de selecci6n correspondientes 

a los elementos en el subconjunto A. Se define P(B) de modo similar. Si 

los dos subconjuntos son mutuamente excluyentes -- lo que quiere decir 

que ningfn elemento estg en ambos subconjuntos -- la probabilidad de que 

el elemento seleccionado sea del subconjunto A o del subconjunto B es 

P(A) + P(B). Si algunos elementos estgn en ambos subconjuntos (yea la 

figura 2.1), el suceso A (el elemento seleccionado es miembro del subcon­

junto A) y el suceso B (el elemento seleccionado es miembro del subcon­

junto B) no son sucesos mutuamente excluyentes. Los elementos incluidos 

en ambos subconjuntos son contados una vez en P(A) y una vez en P(B). Por 

lo tanto, tenemos que restar P(A,B) de P(A) + P(B), siendo P(A,B) la suma 

de las probabilidades correspondientes a los elementos que peatenecen a 

ambos subconjuntos, A y B. Entonces, P(A o B) - P(A) + P(B) - P(A,B). 

Figura 2.1 A: . ,B 7N 

* .+ .* , + . 



Para resumir, la ley aditiva de probabilidad tal, como se usa arriba
 

.podra expresarse como sigue: Si A y B son subconjunt6s del conjunto de
 

todos los resultados posibles de una selecci6n o prueba aleatoria, la pro­

babilidad de que el resultado pertenezca al subconjunto A o al subconjunto
 

B es igual a la probabilidad de que pertenezca a A mas la probabilidad de
 

que pertenezca a.B,nmenos la probabilidad de que .pertenezcaa ambos sub­

conjuntos, Ay B.
 

La ley' aditiva' de pi0babilidad se-extiende sin dificultad a tres o mas 

subconjuntos. Dibuje una figura parecida a la figura 2.1, pero con tres
 

subconjuntos, de tal manera que hayan algunos 
 'untos comunes a los tres 

subconjuntos coma sigue: 

P(A o B o C).= P(A)+P(B)+P.(C)-P(A,B)-P(A,C)-P(B,C)+P(A,B,C) 

Coma un caso para explicacign adicional, suponga una poblaci'n de N 

elementos y dos criterios para clasificarlos. Una clasificaci6n seg'n dos 

criterios podria exhibirse en la forma de la tabla 2.1: 

Tabla 2.1 - Clasificaci6n de N elementos seg~n dos criterios 

Criterio X
Criterio Y 1 
 Total
 

1 
 N1 1 ,PU1 ... N1j,Plj ... NIs,Pls Nl.,P" 

*il N N j. is Ni.'Pi. 

La 
* 0 . .
Toal . 00 :0 

0t , '. 0 0PN. 'Pl '" Nj'P 
0 

"' "'" Nts'Ps N''Pt 
To a P1 •. N ., *. ... N s,Pos. . 

i ,. , . . ,P N ,
 

Las columnas representan una clasificaci6n de los elementos en terminos
 

del criterio X; las filas representan una clasificaci'n en terminos del-cri­

terio Y; N.. 
es el nunmero de elementos que pertenecen simultneamente a la
 

clase j del criterio X y a la clase i del criterio Y, mientras que P.. es la
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sums de las probabilidades de Selecci~n correspondientes a dichos'ele­

mentos. Cada uno de los N elementos puede clasificarse en una y s6lo
 

una de las txs casillas.
 

Suponga que se selecciona un elemento de la poblaciln de N. Segn
 

la ley aditiva de probabilidad podemos establecer que
 

EP.. = P . es la probabilidad de que el elemento seleccionado per­
i *J tenezca a la clase j del criterio X, y 

EP i" es la probabilidad de que el elemento seleccionado per­

tenezca a la clase i del criterio Y, en donde
 

P.. es la probabilidad de que el elemento seleccionado per­
13 tenezca simultneamente a la clase j del criterio X y a 

la clase i del criterio Y. 

Las probabilidades P.j y Pi. se llaman "probabilidades marginales". 

La probabilidad de que un elemento seleccionado aleatoriamente per­

tenezca a la clase j de X o a la clase i de Y es P. + P. - Pij (La pro­

babilidad no es P,.+ P.0, porque en P. + P. hay N. elmentos en la 

clase j de X y en la clase i de Y que se cuentan dos veces.)
 
N..
 

Si las probabilidades de seleccion son iguales, P 3-3
N
ii
N. 


'j N i. N
 

P =_--.yN. p. =-.
 

Ilustracign 2.2. Suponga que en una universidad hay 5.000 estudian­

tes de los que 1.600 estgn en primer afio, 1.400 en segundo afio y 500 que
 

viven en el dormitorio A. De una lista de los 5.000 estudiantes se es­

coge aleatoriamente un estudiante. Suponiendo que cada estudiante tiene
 

la misma probabilidad de ser seleccionado, la probabilidad de que el es­

tudiante sea del primer aflo es 1600 que sea del segundo ano es 1400; y
5000
 

que sea o del primer afio o del segundo afio es 160 + 1400. Adem~s, la
 

5000 


5000 5000
 

probabilidad de que el estudiante seleccionado viva en el dormitorio A 

500 es la probabilidad de que el estudiante seleccio­es5000- " Pero, jcu9l 


nado sea o uno de primer afio o que viva en el dormitorio A? La clasifi­

caci~n involucra dos clasificaciones: una que se.relaciona al aiio de
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estudiosp y la otra a la-residencia del estudiante. 
La informaci'n dada
 

acerca de los5.000estudiantes podria tabularse comosigue:
 

Afio de estudios 
Dormitorio, Primero Segundo Otros Total 

A 500 

Otro 4.500 

Total 1.600 1.400 2.000 .5.000 

De esta tabulacion es f'cil ver que la respuesta a la pregunta depende
 

de cuantos estudiantes de primer afio viven en el dormitorio A. Si en
 

la formulaci6n del problema se hubiera dicho que 200 estudiantes de pri­

mer afto viven en el dormitorio A, la respuesta habroa sido 5-0+ 

200 500 5000
 

5000 

Afirmaciones sobre probabilidad tienen que hacerse e interpretarse
 

con gran cuidado. 
Por ejemplo, no es correcto decir que un estudiante
 

tiene una probabilidad de 0.1 de vivir en el dormitorio A simplemente
 

porque 500 de los 5.000 estudiantes viven en A. Salvo que los estudiantes
 

fueran asignados a los dormitorios mediante un procedimiento aleatorio
 

con probabilidades conocidas, no hay base para atribuir a un estudiante
 

una probabilidad de que viva en 
(haya sido asignado a) el dormitorio A.
 

Estamos considerando el resultado de una selecci6n aleatoria.
 

Ejercicio 2.1. 
 Suponga que se tiene la siguiente informaci6n acerca
 

de una poblaci6n de 1.000 fincas:
 

600 producen mafz
 

500 producen soya
 

300 producen trigo
 

100 producen trigo y malz
 

0O, tienen una-vaca por lo menos (todas las fincas quetienen
 
vaca tambien producen ma!'z)"sqetee
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200*no poseen cultivos
 

Se selecciona aleatoriamente, con probabilidades iguales, una finca
 

de las 1.000. lCu~l es la probabilidad de que la finca seleccionada
 

(a) 	produzca ma'z? Respuesta: 0,6
 

(b) no produzca trigo?
 

(c) 	produzca malz pero no trigo? Respuesta: 0,5
 

(d) 	produzca malz o trigo, pero no ambos?
 

(e) 	no tenga vaca Respuesta: 0,8
 

(f) 	produzca ma~z o soya?
 

(g) produzca malz pero no tenga vaca? Respuesta: 0,4
 

(h) 	produzca malz o tenga vaca, o ambas cosas?
 

(i) 	no produzca ni malz ni trigo?
 

Una de las preguntas de la lista no puede contestarse..
 

Ejercicio 2.2. Suponga una poblaci'n de 10 elementos con valores y
 

probabilidades de selecci6n como sigue:
 

X. P. 	 x P.
Elemento i Elemento i 1 

1 2 0,05 6 11 0,15 

2 7 0,10 7 2 0,20 

3 12 0,08 8 8 0,05
 

4 0 0,02 9. 6 0,05
 

5 8 0,20 10 3 0,10
 

Se selecciona aleatoriamente uno de los elementos, con probabilidad P.
 

Calcule:
 

(a) 	P(X-2), la probabilidad de que X = 2.
 

(b) 	P(X>10), la probabilidad de que X sea mayor que 10.
 

(c) 	P(x2), la probabilidadde que X sea menor que o igual a 2.
 

,(d) 	 P(3<X<10),,la probabilidad de que x sea mayor que 3 y menor
 
que 10.
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(e) P(X43 6 Xt1O), la probabilidad de que X sea menor que oigual 
a 3, o mayor-que o igual a 10. 

Nota: La respuesta a (d)y la respuesta a (e)deben sumar 1. Hasta
 

el momento hemos tratado de la probabilidad de un suceso como resultado
 

do una sola selecci6n aleatoria. Cuando se hace m's de una selecci6n
 

aleatoria simultsneamente o en sucesi6n, la ley multiplicativa de proba­

bilidad es 6til.
 

2.3 	MULTIPLICACION DE PROBABILIDADES
 

Suponga una poblaci6n de N elementos con probabilidades de seleccign
 
N 

de P1 ' '"' Pi, " P Cada P. es mayor que cero y EP. = 1. Suponga 
" 	 19 ... 1i 1 1P 

que 	se seleccionan dos elementos, pero que el primer elemento seleccionado
 

se repone a la poblaci6n antes de hacer la segunda selecci6n. En este caso,
 

el resultado de la primera seleccion no cambia las probabilidades de la
 

segunda selecci6n. Las dos selecciones (sucesos) son independientes. La
 

probabilidad de seleccionar el i-esimo elemento primero y el j-asimo ele­

mento despues es P.P., el producto de las probabilidades de selecci6n Pi y
131
 

P.. Si un elemento seleccionado no es repuesto a la poblaci6n antes de
a 
hacer la segunda seleccion, las probabilidades de selecci6n cambian para
 

la segunda selecci6n. Las selecciones son dependientes.
 

La ley multiplicativa de probabilidad, con respecto a dos sucesos 

independientes, A y B, establece qua la probabilidad conjunta de que sucedan 

A y B en el orden A,B es igual a la probabilidad de que suceda A multipli­

cada por la probabilidad de que suceda B. En forma de ecuaci6n, P(AB) -

P(A)P(B). En el caso del orden B,A, P(BA) - P(B)P(A), y notamos que P(AB) = 

P(BA). Recuerde que "independencia" quiere decir que la probabilidad de 

ocurrencia de B no es afectada por la ocurrencia de A, y viceversa. La ley 

multiplicativa se extiende a cualquier ndmero de sucesos independientes. 

Por lo tanto, P(ABC) - P(A)P(B)P(C). 
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En el caso de dos sucesos dependientes, A y B, la-ley multiplica­

tiva declara que la probabilidad conjunta de que A y B sucedan en el
 

orden A,B es igual a la probabilidad de que suceda A multiplicada por
 

la probabilidad de que suceda B con la condici'n de que ya ha sucedido
 

A. En forma de ecuaci6n, P(A,B) - P(A)P(BIA); para el orden B,A tenemos 

P(BA) - P(B)P(AIB)A La raya vertical generalmente puede traducirse como 

"dado" o "dado que". La notacion a la izquierda de la raya se refiere 

al suceso bajo consideracion, y la notaci6n a la derecha, a una condici6n 

con la cual el suceso puede acontecer. P(BIA) se llama "probabilidad 

condicional" y podria leerse "la probabilidad de B, dado A". Cuando los 

sucesos son independientes, P(BIA) = P(B); es decir, la probabilidad 

condicional de que suceda B es la misma que la probabilidad no condicional 

de B. Extendiendo la regla multiplicativa a una serie de tres sucesos, 

A, B, C, que acontecen en ese orden, tenemos P(ABC) - P(A)P(BIA)P(CIAB), 

en donde P(ClAB) es la probabilidad de que suceda C, dado que ya han su­

cedido A y B. 

2.4 MUESTREO CON REPOSICION
 

Cuando se saca una muestra y cada elemento seleccionado se devuelve
 

a la poblacion antes de hacer la siguiente seleccion, el metodo de muestreo
 

se llama "muestreo con reposici~n". En este caso, el resultado de una
 

selecci6n no cambia las probabilidades de seleccion correspondientes a
 

otra selecci'n.
 

Suponga que una muestra de n elementos se selecciona con reposici6n.
 

Sean xI , x2 , x3 , ..., xn los valores de X en la muestra, donde xI es el 

valor de X obtenido en la primera selecci6n, x2 el valor obtenido en la 

segunda selecci6n, etc. F~jese que x1 es una variable aleatoria que po­

drTa ser igual a cualquier valor en la poblaci6n de valores X1 , X2, ... , 
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y,la pr61abilidad deque xi sea X. es P.. Lo mismo puede:decirsede x2,
 

etc. Desde que -uis seleccianes son independientes, la probabilidad de
 

obtenerdnaimuddtra de n'en alggn orden particular-es el producto de las
 

probabilidades~de-selecci6n, a saber: p(xI)P(X 2)...P(Xn), en donde p(x1)
 

es la'probabi.idad P i del elemento seleccionado en la primera tirada, p(x2 )
 

es la probabilidadP. del elementoseleccionado en la segunda tirada, etc.
1 

Ilustraci6n 2.3. Como ilustracion, considere una muestra de dos 

elementos seleccionados con probabilidades iguales y con reposicion de una 

poblaci'n'de cuatro elementos. Suponga que los valores de cierta carac­

terfstica, X, de los cuatro elementos son X1, X2, X3 , y X4 . Hay 16 posi­

bilidades: 
X1 , x1 x2 , X1 x3' X1 X4, X1 

X1 , X2 X2 , X2 X3 , X2 X4 , X2 

X1 , X3 X2, X3 X3 , X3 X4, X3 

x 1 ' X4 X2 ' X4 X3 ' X4 X4 ' X4 
1 

En esta ilustraci6n, p(x1) es igual a para cada uno de los valores
 

(X1, X2, X3, X4) que puede tomar xl, y lo mismo ocurre con p(x2). Por esto,
 
cada una de las 16 posibilidades tiene una probabilidad de 11 1
 

(-4'-(-4
=T 
Cada una de las 16 posibilidades es una permutaci6n distinta que podrTa
 

considerarse como una muestra. Sin embargo, como en la practica no nos
 

importa cugl de.los dos elementos se seleccione primero, es mas 16gico hacer
 

caso omiso del orden de selecci6n. Entonces tenemos como posibles muestras
 

y sus correspondientes probabilidades de seleccion las siguientes:
 

Muestra Probabilidad Muestra Probabilidad
 

X1, X1 1/16 X2, X3 1/8 

x1, X2 1/8 x2, x4 1/8 

K 1 X3 1/8 3'X 3 1/16 

X1, X4 1/8 X , X4 1/8 

X2, X2 1xi 4 , X4 1/6 
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Note que la suma de las probabilidades es 1. Esto siempre tiene que
 

ser el caso si:todas las posibles muestras estgn en la lista con las
 

probabilidades correctas. Note tambien que, puestoque la probabilidad
 

(frecuencia relativa de ocurrencia) de cada muestra se conoce, el pro­

medio de cada muestra es una variable aleatoria. En otras palabras, hay
 

10 posibles muestras y cualquiera de las 10 posibles medias muestrales
 

podrTa haber ocurrido con la probabilidad indicada. Esto es una ilus­

traci'n sencilla del hecho de que la media muestral satisface la defi­

nici'n de "variable aleatoria". A medida que avancemos en la teorla del
 

muestreo, examinaremos las propiedades de la media muestral que resultan
 

de su carcter de variable aleatoria.
 

Ejercicio 2.3. Con referencia a la ilustraci6n 2.3, suponga que
 

las probabilidades de selecci6n son P1 i 1/4, P2 
f 1/8, P3 = 3/8, y 

P4 = 1/4. Determine la probabilidad de cada una de las diez muestras. 

Recuerde que el muestreo es con reposicion. Verifique sus resultados, 

sumando las 10 probabilidades. La sums debe ser 1. Respuesta parcial: 

en el caso de la muestra compuesta de los elementos 2 y 4, la probabili­

- 11
dad es 11X11 + X(1) 


2.5 MUESTREO SIN REPOSICION
 

Cuando un elemento seleccionado no se repone a la poblacion antes
 

de hacer la segunda seleccion, el mitodo de muestreo se llama "muestreo
 

sin reposici6n". En este caso, las probabilidades de selecci6n vartan
 

de una selecci6n a la siguiente; es decir, las selecciones (sucesos) son
 

dependientes.
 

Suponga una poblaci~n de N elementos con valores de alguna caracte­

ristica, X, iguales a X1, X2 , ..., XN . Sean P1' ""' pit .. PN las 

probabilidades de seleccion en la primera seleccion, con cada Pi > 0 y 



EP. M 1. Supongaadem~s quejse seleccionan tres elementos, sin reposi­

cion. Sean x, x, x3 los Valores de X obtenidos en la primera, segunda
 

y tercera~selecciones aleatorias, respectivamente. jCu~l es la probabi­

lidad de quex x = X y x = X7? Sea:P(X,,X esa probabili-I . 5' -2 X6 3 7 P( 5, 6 X7) 
dad; es decir, la probabilidad de seleccionar los elementos 5, 6 y 7 en 

ese orden. 

Seg~n la ley.multiplicativa de probabilidad para sucesos dependien­

tes, 
P(X5 ,X6,X7) P(x5)P(X6 x5)P(x71x5,X6). 

Es obvio que P(X5) = P Para la segunda selecci6n, las probabilidades 

de seleccion (despues de la eliminaci'n del elemento 5) tienen que ajus­

tarse para que sumen 1. De manera que, para la segunda seleccion, las pro­

babilidades de selecci6n son
 

P P2 PN 
 P 6
 
1-P5 P 1-P5 ' * 1-P5 . sdcr ( 15) 1-P5
 

P7

De manera similar, P(X7 IX5.,X = . Por lo tanto,6 ) 1P5 


P( P6 P7(21 

P(X5 X6,X7) = (P5) (71-p pP) (2.1) 
5 - 5 .6 

P P
 
Observe que P(X6,X5,X7 ) f (P6)(1-6-)( p_5 ). Por lo tanto, P(X5 ,X6,X7 )
 

P(X6,X5,X7 ) salvo que P5 6" En general, cada permutaci6n de n elementos
 

tiene'una probabilidad distinta de acontecer, salvo que las P. sean iguales.
1 

Para obtener la probabilidad exacta de seleccionar una muestra compuesta
 

de los elementos 5, 6 y.7, serfa necesario calcular la probabilidad de cada
 

una de las-seis posibles permutacionesy sumar las seis probabilidades.
 

Resulta oportuno aclarar que en el procedimiento efectivo de seleccion
 

no es necesario calcular un nuevo conjunto de probabilidades de selecci6n
 

despugs de hacer cada selecci'n. .Haga cadaselecci6n de la misma manera
 

en que se hizo la primera. Si se saca un elamento que ya haya sido
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seleccionado,.,ignore el ndmero aleatorio que result6 en,.la ,selecci6ny
 

siga el procedimiento de selecci'n aleatoria hasta que se saque un ele­

mento nuevo.
 

Como se ve'enesta-discusion muy breve, la teor~a de muestreo sin
 

reposici'n y con probabilidades desigualespuede ser muy compleja. Sin
 

embargo, los text6s sobre muestreo presentan maneras de evitar los pro­

blemas complejos. En realidad, es pr~ctico y ventajoso en muchos casos
 

usar probabilidades desiguales en el muestreo. La teor'a probabillstica
 

del muestreo con probabilidades iguales y sin reposician es relativamente
 

sencilla y se tratar' con mas detalle.
 

Ejercicio 2.4. Con una poblaci~n de 4 elementos hay seis posibles
 

muestras de dos cuando se muestrea sin reposici6n. Sean P1, P -, 
1 24 8
 

i
P3f=y P4= . Haga una lista de las seis posibles muestras y determine
 

la probabilidad de obtener cada muestra. tDeben sumar 1 las probabi­

lidades de las seis muestias? Compruebe sus resultados.
 

E rcicio 2.5. Suponga que se seleccionan dos elementos de una po­

blacion de 100 elementos, con reposicion y con probabilidades iguales.
 

Determine la probabilidad de que."(a) el elemento nIumero 10 no sea selec­

cionado; (b)el elemento nimero 10 sea seleccionado una sola vez; y (c)
 

el nimero 10 sea seleccionado dos veces. Como verificaci6n, las tres
 

probabilidades deben sumar 1. jPor qua? Determine la probabilidad de
 

seleccionar la combinaci'n de los elementos 10 y 20.
 

Ejercicio 2.6. Refierase al ejercicio 2.5 y cambie la especifica­

ci6n "con reposicion" a "sin reposici6n Conteste las mismas preguntas.
 

gPor que es mayor la probabilidad de lograr la combinacion de los ele­

mentos 10 y 20 que Ia probabilidad deerminada bn ejercicio 2.5?
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2.6 MUESTRAS ALEATORIAS SIMPLES
 

Eh la practida, basi todas lasmuestras se seleccionan sin reposicion.
 

La selecci6n de una muestra aleatoria de n elementos, con probabilidades
 

iguales y sin reposicion, de unapoblaci'n de N elementos se llama "muestreo
 

La selecci6n se hace elementa a elemento; es
aleatorio simple" ("MAS"). 


decir, se requieren n selecciones aleatorias separadas.
 

Primero trataremos de la probabilidad de lograr una combinacion dada
 

de n elementos. Refierase a la ecuaci6n (2.1) y a la discusi6n que la pre­
1
 

*en el caso'del muestreo aleatorio sim­cede. Las P. son todas iguales a 


Por lo tanto, la ecuaci6n (2.1) en este caso se particulariza en
ple. 


Todas las permutaciones de los tres elementos
P(Xs,X6,X7) _ 


5, 6 y 7 tienen la misma probabilidad de suceder. Hay 3! = 6 permutaciones
 

posibles. Entonces, la probabilidad de que la muestra sea compuesta de los
 

elemnto yy esN(N-I)(N-2)"
5,5, 7 es N(1)(2)(3) Cualquier combinacian de tres elementos
elementos 6 


tiene la misma probabilidad de suceder. En general, todas las posibles
 

combinaciones de n elementos tienen la misma probabilidad de selecci6n,
 

cuyo valor est' dado por la siguiente expresi6n:
 

(1)(2)(3)...(n) - n!(N-n) (2.2) 
N(N-1) (N-2)... (N-n+l) N! 

N!
 

Segn un teorema sobre ntmero de combinaciones, hay n!(N-n)! combi­

na(.iones (muestras) posibles de n elementos. Si cada combinaci6n de n ele­

mentos tiene la misma probabilidad de ser la muestra seleccionada, la pro­

babilidad de seleccionar una combinaciSn especificada tiene que ser la reel­

proca (el inverso) del nGmera de combinaciones. Esto est9 de acuerdo con
 

la ecuaci6n (22.2).
 
Una caracteristicam'portante. del MAS quese necesitara en el capitulo
 

e
 
sobre valores esperad"os eselecho'd que el "J isia elemento, de Ia poba
 

ciln tiene la misma probabilidad que cualquierotro de ser seleccionado:en
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la i-gsima seleccion. Una expresion general de ia probabilidad de'q
 

el j-esimo elemento de"a poblacion sea obtenido en la i-'sima selec­

cion es 
*-I Na-2 N- -i+1 .1 1 

. )N(, N- -*N-i+2. ti) = I' (2.3) 

Vamos a.verificar-laecuiaci6n (2'.3) para i = 3. La ecuaci6n-se
 

* N-1 N-2 N-3 1 
particulariza asi: ,-j,,(_I)(-,) = N 

La'pirobabiidad de que el j-esimo elemento'de la poklaci6n seas0b­

tenido'en la"6ercera. seleccion es igual a la probabilidad de que no sea 

obtenido en la primera ni.en la segunda selecAi5n, multiplicada por la 

probabilidad condicional de ser obtenido en la tercera selecci6n, dado
 

que no bteniden la primera ni en la segunda selecci~n. (Recuerde
 

N-i
 

que el muestreo es sin reposicion.) F~jese que T es la probabilidad
 

de que el j-simd elemento no sea obtenido en la primera selecci6n y
 

N-2 
N-i es la probabilidad condicional de queno sea obtenido en la segunda
 

selecci6n'. Al hacer.Ia.tercera seleccion, laprobabilidad condicional
 1 

del j-esimo elemento es.- " De manera que la probabilidad del j-isimo 

elemento en'la terceras.. .. e (N-i N-2 1 1 
elemen-to,~~ ~ eniT, . Esto verificalaTt'rraslcc~,e iF 

la ecuaci6n (2.3) para 1 = 3.' 

En s ntesis, elresultado general para cualquier tamafo de muestra 

es que el j-esimo elemento en-una poblacion tiene una probabilidad igUal 

a - de ser 'obtenido en la i-esima seleccion." Quiere decir'que x (el 

valorl de X obtenido en aiLsima s lecci&) es una variable aletoria 

quj..tiene una probabilidad - de ser igual a cualquier valor del canjunto' 

11
 
X, . ., XN. 

jQue probabilidad tiene el j-'simo elemento de ser incluido enuna 

muestra den? Acabamos de mostrar que tiene una probabilidad -de'ser 

t ..."P
d~~ad'~~ bi c . e ledlon , "-"...... 1 

-N
dado-de'la'pblacion tiene n:posibilidades, cada una con probabilidad 


http:hacer.Ia


-de ser incluido,e0 una muestra. 
El elemento puede ser obtenido en la
 

primera selecci6no, 
 oen la Begunda, ... , a en la en sima selecci6n y
 

no.puede seleccionarse dos veces porque el muestreo es sin reposici6n
 

Por.esta raz6n, las probabilidades, j para cada una de las n selec­

ciones,,pueden sumarse, lo.queda 
 como 	la,probabilidad de que cual-

N
 

quier elemento dado sea incluido en la muestra.
 

.Ilustracion 2.4. Suponga que se 
tiene una lista de 1.000 fincas
 

que incluyealg4nas
.fincas 
 que no son elegibles para una'encuesta. No
 

hay modo de saber de antemano si una finca incluida en la lista es ine­

legible,. Se ,:selecciona de la lista una.muestra aleatoria simple de 200
 

fincas. Se visitan.las 200 fincas, pero solamente las que son elegibles
 

se incluyen en la muestra. jCui es la probabilidad que tiene una finca
 

elegible,de ser incluida en la.muestra? Cada finca en la lista de 1.000
 

fincas tiene una prababilidad igual a de ser incluida en la muestra de
 

200. -Todas las.fincas elegibles en la muestra de 200.se incluyen en la
 

muestra final.. Pr lo tanto, la respuestaes 1
 

.Ejercicio2.7. Del.conjunto siguiente de 12 valores de X se va a
 

seleccionar una muestra aleatoria simple de tres elementos: 2, 10, 5,.8,
 

1, 15,-,7,.8, 13,:4,,.6 y 2. 
Determine P(12)y.p(3<i<12). Recuerde que
 

el niamero total de muestras posibles de 3 elementos puede obtenerse por
 

aplicaci6n de.una f6rmula. Puesto que cada muestra posible de tres elemen­

tos tiene la misma probabili1dad de .selecci6n, puede determinar cugles de
 

las muestras; tendrgni 9: 36x 12in1. hacer una lista .de las muchas mues­

tras posibles. Respuesta: P(xR12) 13) - ; P(3<i(312), 28 
220;--6 220' 	 220
 

2.7 	ALUNOS; EJEMPLOS DEL MUESTREO ALEATORIO RESTRINGIDO
 

Hay m 
 srodos aparte del HAS quedan"a cada elemento una proba­

bilidad igualde,ser incluido.en.la.muestra, pertoalgunas combinaciones de
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n elementos no tienen oportunidad de ser incluidas en la muestra si no
 

se usa MAS. Por ejemplo, se podria seleccionar cada k-'simo elemento,
 

empezando con un arranque aleatorio entre 1 y k inclusive. Esto se llama
 

"muestreo sistemftico". Para una muestra del 5%, k serla 20. El primer
 

elemento para la muestra ser~a un.ngmero aleatorio entre 1 y 20 inclusive.
 

Si este n~mero es 12, entances los ndmeros 12, 32, 52, etc. componen la
 

muestra. Cada elemento tiene la misma probabilidad, &0 de ser incluido
 

en la muestra, pero hay solamente 20 combinaciones de elementos que tienen
 

oportunidad de ser la muestra escogida. El MAS podr'a baber dado la mis­

ma muestra, pero es el metodo de muestreo lo que caracteriza la muestra
 

y determina c6mo se estimarg el error debido al muestreo. Se puede con­

siderar el disefio de la muestra como una cuesti'n de escoger un metodo
 

para muestrear; es decir, de escoger restricciones que se impondran sobre
 

el procedimiento de selecci6n de la muestra de tal manera que las combi­

naciones que tengan oportunidad de constituir la muestra escogida sean en
 

geney . "mejores" que muchas de las combinaciones que pudieran resultar
 

con MAS. A la vez, es necesario retener ciertas propiedades importantes
 

que existen en el caso de muestras aleatorias simples. Las propiedades
 

claves del MAS se desarrollaran en los pr'ximos dos capitulos.
 

Otro metodo com~n de muestreo involucra la clasificacion de todos los
 

elementos de una poblaci6n en grupos llamados "estratos", de cada uno de
 

los cuales se selecciona una muestra. Suponga que N. elementos pertene­1 

cen al i-esimo estrato y que de este se selecciona una muestra aleatoria
 

simple de n. elementos. Esto se llama "muestreo aleatorio estratificado".
 
n. 

Es obvio que cada elemento en el i-esimo estrato tiene probabilidad -I
 
n. 1 

de estar en la muestra. Si la fracci6n de muestreo, I. , es la misma
N.
 

para todos los estratos, cada elemento de la poblacion tiene una probabi­
n.1 

lidad igual, a saber, . , de estar en la muestra. Nuevamente vemos que
N.
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cada'elemento de lapoblacion tiene probabilidad igual de ser escogido
 

y de estar en la muestra escogida, pero algunas combinaciones que podrian
 

ocurrir cuando el metodo es MAS no podrfn suceder cuando se usa el mues­

treo aleatorio estratificado.
 

Hasta el momento, nuestra discusi6n se ha referido a la seleccion de
 

elementos individuales,que son las unidades a que pertenecen los datos.
 

Para los fines del muestreo, una poblacion tiene que 4ividirse en partes
 

que se llaman "unidades dermuestreo". Entonces se selecciona una muestra
 

de unidades de muestreo. Las unidades de muestreo y los elementos podrian
 

ser identicos. Pero muy a menudo no es practico o no es posible usar ele­

mentos individuales como unidades de muestreo. Por ejemplo, suponga que
 

se necesita una muestra de hogares. No existe una lista de hogares, pero
 

hay una lista de manzanas que cubren el area que ha de ser enumerada. En
 

este caso, se podria seleccionar una muestra de manzanas e incluir en la
 

muestra todos los hogares de las manzanas escogidas. Las manzanas son las
 

unidades de muestreo y los elementos son hogares. Cada elemento de la po­

blaci'n debe pertenecer a solamente una unidad de muestreo con el fin de
 

que la lista de unidades de muestreo tome en cuenta todos los elementos
 

de la poblaci6n sin duplicaci6n ni omision.. Entonces, la probabilidad de 

seleccionar cualquier elemento dado es igual a la probabilidad de selec­

cionar la unidad de muestreo a que pertenece.
 

Ilustracion*2.5. Suponga que una poblacion tiene 1.800 residencias
 

ubicadas dentro de 150 manzanas bien definidas. Hay varios planes de mues­

treo posibles. Podr~a seleccionarse una muestra aleatoria simple de 25
 

manzanas e incluirse en la muestra definitiva todas las residencias de las
 
manzanas escogidas. En este caen, lafracci'n de muestreaes 1/6 y cada
 

la ~ ~~~o eme- roe /6ycd 

residencia tiene una probabilidad i/6de ser incluida en la muestra. Sera
 

esta:una muestra aleatoria simple de residencias? No lo es, pero se podr~a
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describir la muestra como una muestra aleatoria (o una muestra probabi­

lIstica) y decir que cada residencia tiene una probabilidad igual de ser
 

incluida en la muestra. Es 'decir,el trmino "muestra aleatoria simple"
 

es aplicable a manzanas, no a residencias. Si hubiera doce residencias
 

en cada una de las 150 manzanas, se podria seleccionar de cada manzana
 

una muestra aleatoria simple de dos residencias. Este metodo, que es
 

ejemplo de muestreo aleatorio estratificado, darla a cada residencia una
 

probabilidad igual a 1/6 de ser incluida en la muestra.
 

Ilustraci6n 2.6. Suponga que se desea una muestra de 100 adultos
 

que viven dentro de un grea especificada. No existe una lista de adultos,
 

pero hay una lista de 4.000 residencias en el grea. El plan propuesto
 

para el muestreo consiste en seleccionar una muestra aleatoria simple
 

de 100 residencias de la lista. Entonces el personal de campo visitarg
 

las residencias en la muestra para hacer una lista de todos los adultos
 

que viven en cada una. Suponga que viven 220 adultos en las 100 residen­

cias. Una muestra aleatoria simple de 100 adultos se selecciona de la
 

lista de 220. Considere la probabilidad que tiene un adulto de la po­

blacion de encontrarse en la muestra de 100 adultos.
 

(Debemos reconocer que la discusi6n que sigue hace caso omiso de
 

problemas pr~cticos importantes relacionados con la definicion, tal como
 

la definici6n de una residencia, la definici6n de un adulto y la defini­

ci6n de "vivir en una residencia". No obstante, supongamos que las de­

finiciones son claras, que la lista de residencias es completa, que nin­

guna residencia aparece en la lista m~s de una vez y que no existe am­

bigUedad respecto a la determinaci6n de si un adulto vive o no vive en
 

una residencia dada. Las definiciones incompletas a menudo conducen a
 

probabilidades inexactas o a ambigUedades, lo que presenta dificultades
 

en el analisis o en la interpretacion de los resultados. Los muchos
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problema'prctic'os deber'n explicarse en un curso aplicados'obre muestreo.)
 

Eslobvio que la probabilidad que tiene una residencia-de estar en !a
 

muestra es . Entonces, cada persona en la lista de"220-tiene una pro­

babilidad igual a,4 de encontrarse en la lista porque, segun la especi­

ficaci'n, una persona vive en una sola residencia y la probabilidad que
 

tiene un adulto de,estar en la lista es la misma que tiene la residencia
 

en que vive.
 

La segunda etapa del muestreo involucra la selecci'n de una muestra
 

aleatoria simple de 100 adultos de la lista de'220. La probabilidad con-

S100 5
 

=
dicional que tiene un adulto de estar en la inuesera de 100 es 2-, -T
 

Es decir, dado el hecho de que un adulto esta en la lista de 220, ahora
 

tiene la probabilidad de encontrarse enla muestra de100.
 

Mantengg en mente que la probabilidad'de que suceda un eventa es su
 

frecuencia relativa en ensayos repetidos. Si otra muestra iueia selec­

cionada de acuerdo con las especificaciones dadas, cada residencia de la
 
poblacion nuevamente tendrla una probabilidad To de estar en la muestra;
 

pero el n'mero de adultos en la lista no es muy probable que sea 220, de 

manera que la probabilidad condicional en ia segunda etapa depende del 

nimero de residencias que esten.en las manzanas incluidas en la muestra. 

Tiene cada aduito la misma probabilidad de estar en la muestra? Examine 

el caso cuidadosamente -- su impresi6n inicial podria ser falsa. Cada 

adulto en la poblaci'n tiene una probabilidad igualde estar en la lista 

de la.primera etapa y cada adultoen la lista tieneuna probabilidad igual
 

de ser seleccionado enla.'segunda etapa. Pero,,en tqrminosde repetici6n'
 

del plan completo de.muestreo,,cpada persona no tiene'exactamente la misma..
 

probabilidad de estar en la-muestra e.100..El ejercicio que sigue ayudars
 

a aclarar la situain y es.un buen ejercicio sobre probabilidades.
 

http:esten.en
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Ejercicio 2.8. Suponga una poblaci6n de, 5 residencias con los nd­

meros indicados de adultos: 

Residencia Ndmero de adultos 

12 

2 4 

3 1 

4 2 

5 3 

Se selecciona una muestra aleatoria simple compuesta de dos residencias.
 

Luego se selecciona una muestra aleatoria simple de dosI'adultos de la
 

lista combinada de adultos que viven en las dos residencias. Determine
 

la probabilidad que tiene un adulto especificado de la residencia No.1
 

de encontrarse en la muestra. Respuesta: 0,19. Determine la probabili­

dad que tiene de estar en la muestra una adulto de la residencia No. 2.
 

jHabra relaci6n entre la probabilidad que tiene un adulto de estar en la
 

muestra y el ndmero de adultos que viven en su residencia? IDe que
 

manera?
 

Una alternativa consiste en tomar una fracci'n constante de los
 

adultos en la lista en vez de un n~mero constante de ellos. Por ejemplo,
 

la especificaci'n podr'a haber sido la de seleccionar una muestra aleatoria
 

de I de los adultos que estgn en la lipta de la primera etapa. En este

2
 

caso, con repetidas aplicaciones de las especificaciones del muestreo,
 

la probabilidad en la segunda etapa no depende del resultado de la pri­

mera etapa, y cada adulto en la poblaci~n tiene una probabilidad igual,

1
 

1 T T - de estar en la muestra. Fjese que de acuerdo con este
 

plan, el nmero de adultos en una muestra variarg de muestra a muestra;
 

de hecho, el numero de adultos en la muestra es una variable leatoria.
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Enalgunasencuestas no es aconsejable entrevistar m~s de un adulto
 

por residencia. 
Suponga que la primera etapa del muestreo consiste en
 

seleccionar una uiuestra aleatoria simple de 100 residencias. Para la se­

gunda etapa, considere lo siguiente: Cuando un entrevistador termina la
 

formaci'n de una lista de adultos en una residencia de la muestra, ha de
 

seleccionar aleatoriamente un adulto de la lista de los que viven en la
 

residencia, de acuerdo con un conjunto especificado de instrucciones.
 

Entonces Ol entrevista al adulto seleccionado si estg; si no estg, re­

gresa ms tarde cuando el adulto seleccionado este presente. lQue pro­

babilidad tiene de quedar incluido en la muestra un adulto que vive en
 

el grea? Segdn el teorema multiplicativo, la respuesta es PO(D)P(AID),
 

donde PO(D) es la probabilidad de que la residencia en que vive el adulto
 

este en la muestra y P(AID) es la probabilidad condicional de que sea se­

leccionado el adulto, dado que su residencia esta en la muestra. 
Mas es­

pec~ficamente, P"(D) = 
-L y P(AID) = .,donde k. es el nimero de adultos 
en la i-esima residencia. De manera que1 la probabilidad que tiene un adul­

to de estar en la muestra, ()j),es inversamente proporcional al n'U­

mero de adultos en su residencia.
 

11 

Ejercicio 2.9. Suponga que hay cinco residencias y que en ellas viven
 

12 personas, como sigue:
 

Residencia 
 Personas
 

1 1, 2
 

2 3, 4, 5, 6
 

3 7,8
 

4 9 

5 10, 11, 12
 

1. Se selecciona una muestra dedos residencias, con probabilidades
 

iguales y sin reposicion. 
Todas las personas en las residencias seleccio­

das se incluyen en la muestra. lQue probabilidad tiene la persona No. 4
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de ser incluidaen la muestra? jLa persona No. 9?
 

2. Suponga que se selecciona a una persona de la lista de 12,
 

con probabilidades iguales. Del individuo seleccionado se obtiene in­

formaci6n sobre dos caracterfsticas: su edad y el valor de la residencia
 

en que vive. Sean X , X2, ..., X12 las edades de los 12 individuos e
 

Y1 ... Y5 los valores de las 5 residencias. Claro es que la probabi­
1 1
 

lidad de seleccionar al i-'simo individuo es y, por esto, P(X) -'
 

Determine las cinco probabilidades P(Y1), ..., P(Y5). IEst9 usted de
 

acuerdo con que P(Y3) j2 ? Como verificaci6n, EP(Y.) debe ser igual
 

a 1.
 

3. Suponga que se selecciona una muestra de dos personas, con prc
 

babilidades iguales y sin reposici'n. Sean Y1J el valor de Y. obtenido
3 
en la primera selecci6n , e Y2j el valor de Yj obtenido en la segunda 

selecci6n. iSers P(Y1 j) - P(Y2j)? Es decir, la probabilidad de obtene; 

Y. en la segunda selecci6n jes la misma que en la primera selecci6n?
 

Si la respuesta no le resulta evidente, refi'rase a la seccin 2.5.
 

Ejercicio 2.10. Se desea una pequefia muestra de estudiantes de
 

tercer aflo matriculados en escuelas pdblicas de un Estado. El siguiente
 

plan se presenta 6nicamente como ejercicio, sin consideraci6n de que sea
 

bueno o malo; se piensa obtener una muestra de matriculados en 10 clases
 

de tercer afio. Todos los estudiantes en las 10 clases seran incluidos
 

en la muestra.
 

Paso 1. Seleccione una muestra aleatoria simple de 10 distritos
 

escolares.
 

Paso 2. 	Dentro de cada uno de los 10 distritos escolares prepare
 

una lista de escuelas plblicas que ensefien al nivel del
 

tercer afio. Entonces escoja aleatoriamente una de las
 

escuelas en la lista.
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Paso 3. Para cada una de las 10 escuelas que resultaron del paso
 

2, haga una lista de las clases de tercer ano y escoja al
 

azar una clase. (Si hay una sola clase de tercer afio en
 

la escuela, se la incluye en la muestra.) Esto dars una
 

muestra de 10 clases.
 

Describa las closes de tercer afiien la poblaci6n que tienen pro­

babilidades relativamente pequefias de ser seleccionadas. Defina la no­

tacion necesaria y escriba una expresion matematica que represente la
 

probabilidad que tiene una clase de tercer afio de estar en la muestra.
 

2.8 MUESTREO EN DOS ETAPAS
 

Por varias razones, los planes de muestreo a menudo emplean dos o
 

m~s etapas de muestreo. Por ejemplo, puede seleccionarse una muestra
 

de municipios y luego una muestra de fincas dentro de cada uno de los
 

municipios obtenidos en la primera selecci6n.
 

Las unidades usadas en la primere etapa del muestreo generalmente
 

se llaman "unidades primarias de muestreo (UPM)". Las unidades usadas
 

en la segunda etapa podrTan iamarse "unidades secundarias de muestreo".
 

Pero, debido a que se han hecho referencias frecuentes en este cap~tulo
 

a "elementos de una poblaci~n", las udidades de muestreo de la segunda
 

etapa se llamargn "elementos".
 

En el caso sencillo de muestreo en dos etapas, cada elemento de la
 

poblaci6n es asociado con una y sola una unidad primaria de muestreo.
 

Scan i elsub~ndice para las UPM y j el sub~ndice para los elementos den­

tro de cada UPM. De este modo, X.. representa el valor de la caracte­
ij 

ristica X para el j-'simo elemento de la i-esia UPM. Sean, ademas
 

M - el ndmero total de UPM,
 

m - el n~mero de UPM seleccionadas para una muestra, 
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N. = el n9mero total de elementos en la i-'sima UPM,
1 

n. - el ndmero de elementos de la i-esima UPM incluidos en la
 
1 muestra. 

Entonces,
 

M
 
EN. = N, el numero total de elementos en la poblacion, y

i.
 

m
 
En. = n, el ndmero total de elementos en la muestra.
 
i
 

Ahora considere la probabilidad de que un elemento sea seleccionado
 

por un procedimiento de dos etapas: (1)seleccionar una UPM y (2)selec­

cionar un elemento dentro de la UPM obtenida en la etapa anterior. Sean
 

P. = la probabilidad de seleccionar la i4sima UPM, 

Pjfli = la probabilidad condicional de seleccionar el j-esimo elemen­
to en la i-9sima UPM, dado que ha sido seleccionada la i-esima
 
UPM, y
 

P.. = la probabilidad global de seleccionar el j-esimo elemento en 
la i-'sima UPM. 

Entonces,
 

ij jli 

Si el producto de las dos probabilidades, Pi y P j.i es constante 

para cada elemento, entonces cada elemento de la poblacion tiene la misma
 

probabilidad de ser seleccionado. En otras palabras, dado un conjunto de
 

probabilidades de selecci6n, Pit "''' PM' para las UPM, se podr'a especi­
1 1
 

ff
ficar que P = (lo que implicarlaa P'i =P-j')'i de modo que cada elemen­

to de la poblaci~n tenga igual probabilidad de seleccion.
 

Ejercicio 2.11. Refigrase a la tabla 2.1. Se seleccionar' un ele­

mento por un procedimiento de tres etapaq, como sigue: (1) seleccionar
 

una de las clases correspondientes al criterio Y (una fila) con probabi-

N.
 

lidad - ; (2)dentro de la fila escogida, seleccionar una de las clases
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correspondientes.'al criterio X (una columna)- con probabilidad
 

1.
 

(3)'dentroide'.la casilla resultante, seleccionar un elemento con pro­

babilidades iguales. ITendra cada elemento en la poblaci'n de N ele­

mentos la misma probabilidad de ser seleccionada? jCual es la probabi­

lidad?
 

La probabilidad de que un elemento sea incluido en una muestra de
 

dos etapas es dada por 

P. 
P2j I3i 

(2.4) 

donde 

P - la probabilidad de que la i-esima UPM este en la muestra
 
1 
 de UPM, y
 

P.[i = la probabilidad condicional de que el j-esimo elemento se
 
encuentre en la muestra, dado que la i-esima UPM ha sido
 
seleccionada.
 

La probabilidad de inclusi6n, P ., se discutira muy brevemente en
 
i~j
 

relaci'n con tres casos importantes:
 

(1) Suponga que se selecciona aleatoriamente una muestra de UPM
 

con probabilidades iguales y sin reposici6n. La probabilidad, P , de
 
m
 

estar en la muestra la i-'sima UPM es f 
=, en donde fl es la fracci'n
 
MI
 

de muestreo para las unidades de la primera etapa. Suponga que, en la
 

segunda etapa de muestreo, dentro de cada una de las m UPM se selecciona
 

una proporciSn constante, f2, de sus elementos. Es decir, en la i-'sima
 

UPM de la muestra se selecciona una muestra aleatoria simple de n. del
 
1
 

total de Ni elementos, con la condici'n ni = f2Ni Por lotanto, la pro­

babilidad condicional de que el j-esimo elemento de la i-'sima UPM est'
 
n.
 

P= f2 


tenemos Pj = flf2, lo que demuestra que la probabilidad de inclusi'n de
 

un elemento en la muestra es igual al producto de las fracciones de mues­
treo de las dos etapas. En este caso, P . es constante y es la fracciSn
 

gj
 

en -- Substituyendo en Ia ecuaci'n (2.4),
 

global de inuestred.
 

http:3)'dentroide'.la
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Salvo que N. sea igual para todas lasUPM, el tamaflo de la muestra,
 
1%
 

= f2Ni
, varla de UPM a UPM. Tambien, coma las UPM se seleccionan
ni 


m in 

aleatoriamente, el tamafio total de la muestra, n = Eni = f EN.,i no es 
1 1 

constante con respecto a repeticiones del plan de muestreo. En la prac­

tica podr'an ser muy indeseables las variaciones en los tamafios, ni , de
 

las muestras de las distintas UPM. Si existe informaci'n apropiada, es
 

posible seleccionar las UPM con probabilidades que permitan hacer iguales
 

los tamafios de las muestras, ni , manteniendo un valor constante para las
 

P... N.
13 


(2) Suponga que se selecciona una UPM con probabilidad P. =-N
 

Esto se llama comunmente "muestreo con PPT (probabilidad proporcional al
 

tamafio)". Suponga que dentro de la UPM se selecciona una muestra aleato­

ria simple de k elementos. (Si algunas Ni son menores que k, se pueden
 

hacer consolidaciones para que toda UPM tenga Ni mayor que k.) Entonces
 

SNIP 	 k Nik. k 
N1 y I = w-Ni- N 

lo que quiere decir que cada elemento de la poblaci'n tiene la misma
 

probabilidad, 
N 

de ser incluido en una muestra de k elementos.
 

La extension de este esquema de muestreo a una muestra de m UPM
 

podrla toparse con las complicaciones indicadas en seccion 2.5. No obs­

tante, se dijo que existen medios para evitar esas complicaciones. Los
 

textos sobre muestreo I/ tratan en detalle este asunto, de manera que no
 

lo incluiremos en esta monograffa. La idea esencial es que uno puede se­

leccionar m UPM sin reposici6n de tal manera que la probabilidad de in-

N. N. 

cluir la'i-'sima UPM en la muestra sea N Es decir, P = m() 

1/ Por ejemplo, Sample Survey Methods and Theory, por Hansen, Hurwitz
 

y Madow, Tomo I, CapTtulo 8. John Wiley and Sons. 1953.
 



Si se toma-una muestra aleatorla simple de k ei&ens de cada una de las
 

UPM seleccionadas, P 1..
 
N 
N '.k mk n 

i3 ( N -N 
1.
 

De manera que, si los N. se conocen exactamente para todas las M UPM
 

en la poblacign y si existe una lista de elementos en cada UPM, es posible
 

seleccionar en dos etapas una muestra de n elementos de tal modo que k ele­

mentos de la muestra provengan de cada una de m UPM y cada elemento de la
 

poblacion tenga la misma probabilidad de estar en la muestra. En la prac­

tica, sin embargo:, se encuentra una de las dos situaciones siguientes:
 

(a)No hay informaci6n acerca del nimero de elementos en las UPM , 
o (b)
 

la informacion que existe es anticuada. No obstante, informaci6n anticuada
 

acerca de varios elementos en la UPM puede ser muy itil. Tambien es posi­

ble que exista una medida de tamafio que pudiera servir m~s eficientemente
 

los propositos del muestreo.
 

(3) Suponga que la caracteristica Y se usa como medida de tamalo.
 

Sea Y. el valor de Y correspondiente a la i-esima UPM de la poblaci6n, y
1 M 

sea P. = IeP. -, en donde Y = EY. . Se selecciona una muestra de m UPM de tal 
Y. 3. 

modo que P = m( sea la probabilidad de que la i-esima UPM sea incluida
 

en la muestra.
 

Con respecto a la segunda etapa de muestreo, sea f2i la fraccion de
 

muestreo parala selecci'n de una muestra aleatoria simple dentro de la
 

i-gsima.,UPM en-la muestra. 
Es decir, P i f2i " Entonces,
 

Y. y3 

S2 (2.5) 

Al formular las-especificaciones del muestreo, se podr~a escoger un 

valor fijo para P . . En estecontexto, p es-la-fracci6n global demues-

Treo,oproporcion de la poblaci6n que se incluira en la muestra. 
Por
 



61
 

eemplo,i~s s~equiere una muqstradel 5%, P. sera'0,05, si se su­

piera que hay unos 50,000 elementos en la poblaci6n y se,-quisiera una. 

muestra de-unos 2.000, se podr~a fijar P1. = 0,04. En otras palabras, 

Si f es la fracci'n global de muestreo, tomarIamos P'. igual a f. Tam­
- 13 

bien se'toman:d6isiones con respecto a',la medida de'tamafo -que se usara
 

y el ndmero, m de UPM que han "de sele'ccionarse;' En la ecuaci6n (2.5),
 

esto deja-por determinar f Se calcula f2 para cada UPM en !a muestra
 

de la manera Siguiente:
 

ffy
 
f . ' = ,2i mY.
 

El uso de las fracciones demuestreo f2in la segunda etapa 4e muestreo
 

darn a-cada elemento de: la poblacion una probabilidad igual a f de sert
 

incluido en-la muestra. Una muestra en que cada elemento de la poblaci6n
 

tiene igual probabilidad de inclusi"n se llama a menudo una "muestra­

autoponderada".
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.CAPITULO LII. VALORES ESPERADOS-DE.VARIABLES ALEATORIAS 

3.1 INTRODUCCION
 

La teorla de;valores.esperados de variables aleatorias se usa mucho 

en la teoria. del m*estreo; en realida, es la base de la teorla -,del mues­

treo. Las interpretaciones de la exactitud de estimaciohes derivadas de 

muestras probabilisticas'dependen en gran parte de la teor~a 'de valores 

esperados.
 

En el cap~tulo II se trat' de la definici6n de una variable aleato­

ria. Es una variable que puede tomar (ser igual a) cualquiera de un con­

junto deftiiido de valores:con probabilidad conocida. Sean X. el valor de
1 
X para'el i-esimo elemento en un,conjunto deNelementos y P. la probabi­

lidad:de'que sea seleccionado el i-esimo elemento por alguna operaci~n
 

aleatoria de modo que se conozca de-antemano P.. 1Cu~l es el valor es­

perado de X?
 

Definici'n 3.1. El valor esperado de una variable aleatoria X es 

N N 
E P.X. , donde E P. = 1. La notaciSn matematica que representa el valor 

N 
esperado de X es E(X). De modo que, por definici6n, E(X) = E P.X. 

i=1I 
Observe que £P.X. es un promedio ponderado de los valores de X, con 

las probabilidades de selecci'n como ponderaciones. "Valor esperado" es 

una expresi n que significa lo mismo que "valor medio". En otras palabras, 

E quier'e,,-dec'i "el valor medio de" o "determine el valor medio de" la ex­

presi6n -que siga a E. Pot ejemplo, E(X2 ) (lease "el valor esperado de X2 ) 

se refiere al promedio ddelas cuadrados de los valores que toma X. Es de­

cir, par definicion, 

N 
E(X )=, EpPX2-, 
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Siztodos los N elementos tieneni!a misma oportunidadde ser selec­

cionado, todo valor de P. tiene que ser igual a . a del requiito
 
.
 

N x -N EX. 
de que EP. 1. En este caso, EX) E X, que es el
 

promedio Ided X ;:ara todos ios N elementos. 

Ilustracifn 3.1. Suponga 12 elementos con los siguientes valores
 

de X:
 

X= 3 X5 =5 X9 = 10
 

X2 9 x6 3 X10 3
 

X3 3 X = 4 X11 8
 

X4 X8 =53 X12 4
 

3 + 9 + ... + 4
 
En este conjunto, E(X) 12 = 5, suponiendo que cada elemento 

tiene la misma probabilidad de selecci6n. 0, contando el n9mero de veces 

que se repite cada valor diferente de X, se obtiene una distribuci6n de 

frecuencias como sigue: 

X. N.
 

3 5 

4 2 

5 2 

8 1 

9 1 

10 1 

donde los X. son los valores diferentes de X, y N. es el n~mero de veces3. 3 

que aparece X.. Hemos notado en el capftulo II que EN. = N, EN.X. = EX. 

EN.X. EX. 
y que. 1 == 1 =.X. Suponga que uno de los valores X. es seleccionado

EN.i N
 

.. ..1 . I N. N. 
aleatoriamente con probabilidad igual a P. donde P. - -1 .IN Cul

J J EN. N 

N. 
es el valor esperado de X? Por definici6n, E(X) = EP.X. E- .

J J .N j"
 

N, N= X. El estudiante puede verificar .que, en esta ilustraci~n, E(X)i5. 



Note que las especificaciones de seleccinequivallan a la selecci6n
 

aleatoria, con probabilidades iguales, de uno delos 12 elementos.
 

Incidentalmente, una distribuci6n de frecuencias y una distribuci6n
 

de probabilidades son muy parecidas. 
La distribucion de probabilidades
 

de X serla:
 

X. P. 

3 5/12
 

4 2/12 
5 2/12
 

8 1/12
 

9 1/12
 

10 1/12

1
 

Los 12 valores, P =1 para los 12 elementos son.tambi'n una distribu­

ci6n de probabilidades. Esta ilustraci6n muestra dos maneras de tratar
 

el conjunto de 12 elementos. 

Al determinar valores esperados, tenga la seguridad de entender las 

definiciones del conjunto de valores que la.ivariable aleatoria podr~a
 

tomar y las probabilidades involucradas.
 

Definici'n 3.2. Cuando X es una variable aleatoria, el valor espe­

rado de una funci'n de X es, por definici6n,
 

N 
E{f(X)} = z Pi{f(X)1 

Algunos ejemplds de funciones sencillas de X son: f(X) = aX; f(X) = X2 ; 

f(X) = a + bX + cX2 ; f(X) = (X- R)2 , Para cada valor, Xi, en un conjunto 

definido, hay un valor correspondiente de f(X.). 

Ilustraci6n 3.2. Suponga que f(X)=:"2X '+3. Con referencia al con­

junto de .12 elementos analizado anteriormente, hay 12 valores de f(X.):
 



65 

f(X 1) 2(3) + 3 = 9 

f(X2 ) = 2(9) + 3 = 21 

f(X 2 ) 	 2(4) + 3 = 11
 
1
 

Suponiendo que P =I el valor esperado de f(X) i 2X + 3 seria
 

12i 1 11
 
E(2X + 3) - 1(2X + 3) = (j(9)+(j )(21)+...+ )(11) = 13.
 

aX + b, tenemos
En t~rminos algebraicos, para f(X) = 


N 
E(aX + b) = E Pi(aXi + b) = EPi(aXi) + EPib 	 (3.1) 

E(b). Por lo tanto,
Por definici6n, EPi(aXi) = E(aX), y EPib = 

(3.2)
ECaX + b) = E(aX) + E(b) 

1, EP.b = b, lo que conduce al primerPues qua b es constante y EP.i= 

teorema importante en valores esperados:
 

El valor esperado de una constante es igual a la cons-
Teorema 3.1. 


tante: E(a) = a. 

= E(X),Por definici'n, E(aX) = EPi(aX.)i aEPiX. Puesto que EPiXi 

tenemos otro teorema importante: 

de una constante multiplicada porTeorema 3.2. El valor .sperado 


una variable es igual a la constante multiplicada por el valor 
esperado
 

de la variable: E(aX) = aE(X). 

-
Aplicando estos dos teoremas a la ecuaci~n (3.2), 

tenemos E(aX + b) 


-
aE(X) + b. Con relaci~n a la ilustraci~n 3.2, tenemos E(2X + 3) 

el mismo resultado obtenido enel 
2E(X) + 3 = 2(5) + 3 = 13, que es 


ejemplo num'rico que presentamos inmediatamente antes 
de la ecuaci~n (3.1).
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Ejercicio 3.1. Suponga que una variable aleatoria puede tomar cual­

quiera de los siguientes cuatro valores con las probabilidades indicadas:
 

X= 2 5
X2 X = 4= 6
 

P1 =2/6 P = 2/6 P = 1/6 P =1 /6
 

(a) Determine E(X). Respuesta: 4.
 

(b) Determine E(X2). Respuesta: 18. Note que E(X2) 0 {E(X)}2 .
 

(c) Determine E(X-X). Respuesta: 0. Note: Por definici6n,
 

4 
"( XiE(X-X) =- P. - R). 

i=1 
(d) Determine E(X-R)2 * Respuesta: 21. Note: Por definici6n,

3 4 
E(X-R)2 = Z P. (x.- R)2 .i=l 1 1 

Ejercicio 3.2. Del siguiente conjunto de tres valores de Y se ha de
 

seleccionar un valor con una probabilidad P :
1 

Y = 12 Y2 = 2 Y3 = 4
 

P0 = 1/4 P = 2/4 P = 1/4
11 2 
 3
 
(a) Determine E(Y). Respuesta: 1 1
 

(b) Determine E(') Respuesta: 3/16. Note: *_. 1ly Respuest: 3/16. Noe(-Y) E)
 
(c) Determine E(Y-Y)2 . Respuesta: 4z.
 

3.2 
 VALOR ESPERADO DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS
 

La suma de dos o m~s variables aleatorias es tambien una variable
 

aleatoria. Si XeY son dos variables aleatorias, el valor esperado de 

X + Yes igual al valor esperado de X mas el valor esperado de Y; es 

decir, E(X + Y) = E(X) + E(Y). Dos ilustraciones numericas ayudar'n a 

aclarar JA situacion. 

Ilustraci6n 3.3. Considere lasdbs:variables-aleatorias X e Y de
 

los ejercicios 3.1 y 3.2:
 

* E(X-R)2 es una notacion mas conveniente que E((X-X)2} 
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x1 2 PI=2/6 y1--2 PO-1/4
 

=
X2 =5 P2 2/6 Y2 = 2 P' - 2/4
 

x3 =4 P3 -1/6 Y - 4 P =1/4
 

=
X = 6 P4 1/6
 

Suponga que se seleccionanun elemento del primer conjunto y un ele­

mento del segundo conjunto, con las probabilidades indicadas arriba.
 

LCual es el valor esperado de X + Y? La probabilidad conjunta de obtener
 

X. e Y. es P.P , porque las dos selecciones son independientes. (Vea la
 

pagina 40 para una explicaci6n de "independencia.") Entonces por defi­

nici6n,
 
4 3 

E(X + Y) = E E P.P'(x i + Y.) (3.3) 
i=1 j=1 i3 

Los valores posibles de X + Y y la probabilidad de cada uno son:
 

X + Y P.P X + Y P.P"
 

x3 1J 

=
X1 + Y = 0 P PO 2/24 X3 + Y1 = 2 PP = 1/24
111 11 3 1
 
Xl + Y 4 P1PO = 4/24 x + Y = 6 P3PO = 2/24 

+1 2 1 2 3 2 32 
=
xl + Y3 6 P1PO = 2/24 X + Y = 8 P3P = 1/24
 

1 =6 1 3 3 3 3 3
 
=
X + Y 3 P2PO = 2/24 X + Y = 4 P4PO= 1/24
 

2Y1 2 1 4 1 4 1
 

= =
X + Y = 7 P2P 4/24 x + Y = 8 P4PO 2/24

2 2 2 2 4 2 4 2
 

=
X + Y = 9 P2PO 2/24 X + Y = 10 P4PO = 1/24

2 3 234 3 4 3
 

Como verificaci'n, la suma de las probabilidades tiene que ser 1 si
 

todas las sumas aparecen en la lista y la probabilidad de cada una ha
 

sido determinada correctamente. Substituyendo los valores de X. + Y. y
 1 3 

P.P en la ecuacion (3.3) obtenemos 5,5 para el valor esperado de X + Y,
 
13 

como sigue:
 

2 4 1
(4) (0) + (z)(4) + ... + (10)(l0) = 5,5 

De losejercicios 3.1 y 3.2 tenemos E(X) = 4 y E(Y) = 1,5. Por lo 

tanto, E(X) + E(Y) = 4 + 1,5 = 5,5, lo que verifica la afirmaci6n ante­

rior de que E(X + Y) = E(X) + E(Y). 
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Ilustrati6n 3.4. Suponga que se selecciona una muestra aleatoria
 

de dos elementos con reposici~n de la poblaci'n de cuatro elementos usada
 

en ejercicio 3.1. Sean x el primer valor seleccionado y x2 el segundo.
 

Entonces x y x son variables aleatorias y su suma es una variable alea­

toria. Los valores posibles de xI + x2 y la probabilidad de cada suma,
 

P(xlx 2), aparecen abajo. 
Observe que cada orden posible de selecci6n
 

se trata separadamente.
 

x1 x2 P(xIx 2) x1 + x2 xI x2 P(x1,X2) x1 + x2
 

X1 X1 4/36 4 X3 X1 2/36 6
 

x1 x2 4/36 7 x3 x2 2/36 9
 

X1 X3 2/36 6 X3 X 1/36 8
 

X1 X4 2/36 8 X3 X4 1/36 10
 

X2 X1 4/36 7 2/36
X4 X1 8 

X2 X2 4/36 10 X4 X2 2/36 11 

X2 X3 2/36 9 X4 X3 1/36 10 

X2 X4 2/36 11 X4 X4 1/36 12
 

Por definici'n, E(x
1 + x2 ) es
 

4 )( + -A -(7) + 2 (6 ++ -L 12 

36''6 36 + * 36~2 

.En el ejercicio 3.1 encontramos que E(X) = 4. Desde que x es la misma 

variable aleatoria que X, E(x1 ) = 4. Tambien x2 es la misma variable 

aleatoria que X, y E(x2) 4. Entonces, E(x) + E(x2) = 8, lo que veri­

fica que E(x1 +x 2) E(xl) + E(x2 ). 

En general; si X e Y son dos variables aleatorias, en donde X toma 

los valores X1, ..., X,e Y toma los valores-Yi, . ,entonces
 

E(X+-Y).- E(X) + ;E(Y)., La demostracion es'como sigue: 
 Portdefinicion,
 

~NM,
E(X + Y) = EP.. (X.+ Y.), donde P.,. es la probabilidad, de obtener la 

i:3 I j 3j' 
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suma X. +Y , y EEPi. = 1. La sumatoria doble incluye todos los valores 

posibles de Pij(Xi + Y.). Segun las reglas aplicables a las sumatorias, 

podemos escribir: 

NM NM NM 
EEP. (X.+ Y.)ij Ij I i EEP. .X.+ EE'..Y.ij ij I ij 1j J (3.4) 

En el primer termino del segundo miembro, X. es constante con respecto
ii 

a la suma en j; en el segundo termino, Y. es constante con respecto a la
 3
 

suma en i. Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuacion (3.4) puede
 

escribirse como 

N M M N 
EX.EP.. = EY.EP.. z. j
i 1" j Ji Ig
 

M N 
Y puesto que EP..i Pi y EP.. = P., la ecuaci~n (3.4) quedalj 1 1.1i 3JJ 

NM N M 
EEP..(X. + Y.) = EX.P. + EY.P.

J 
ij13 J i 1 1 

N M 
Por definici6n, EX.P. = E(X), y EY.P. = E(Y). 

1 3 

De manera que E(X + Y) E(X) + E(Y).
 

Si la demostraci'n no le resulta evidente, escriba los valores de
 

Pij (Xi + Yj) en forma de matriz. Entonces, siga los pasos de la suma
 

en la demostraci6n.
 

Es resultado dado arriba se extiende a cualquier nmero de variables
 

aleatorias; es decir, el valor esperado de una suma de variables aleato­

rias es la suma de los valores esperados de cada una. En efecto, hay un
 

teorema muy importante que es aplicable a una combinaci'n lineal de va­

riables aleatorias.
 

Teorema 3.3. Sea u - 1u1 + ... + akuK, donde Ul, ... , uk son va­

riables aleatorias y al, ... , ak son constantes. Entonces 

E(u) - alE(ul) + ...+ akE(Uk), o, empleando sumatoria, 
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k k 
E(u) = Zaui

1 
- EaiE(u.i )1 1 

La generalidad del teorema 3.3 es impresionante. Por ejemplo, con 

respecto al muestreo de una poblaci6n X1 9 ... , XP,u podr~a ser el valor 

de X obtenido en la primera selecci'n, u2 el valor obtenido en la segun­

da seleccion, etc. 
Las constantes podr~an ser ponderaciones. Entonces,
 

en este caso, u serTa un promedio ponderado de las medidas tomadas de la
 

muestra. 
0, suponga que xi, x2, ...,xk son promedios de una muestra
 

aleatoria para k grupos distintos de edades. 
Los promedios son variables
 

aleatorias y el teorema podr~a aplicarse a cualquier combinacion lineal
 

de prcnedios. En realidad, ui podr'a ser cualquier funcion de variables
 

aleatorias. Es decir, la Gnica condici'n que sirve de base para el teo­

rema es que ui sea una variable aleatoria.
 

Ilustraci'n 3.5. 
 Suponga que deseamos encontrar el valor esperado
 

de (X+ Y)2 , donde X e Y son variables aleatorias. Antes de poder apli­

car el teorema 3.3, tenemos que elevar 
 (X+ Y) al cuadrado. Entonces, 

E(X + y)2 = E(X2 + 2XY + y2). La aplicacion del teorema 3.3 da E(X+Y)2 

E(X2 ) + 2E(XY) + E(y2). 

Ilustraci6n 3.6. Ahora mostraremos que 

E(X-X)(Y-Y) - E(XY) - XV, en donde E(X) = X, y E(Y) = Y. 

Pues que (X-X)(Y-Y) - XY-XY-Xi + iY, tenemos 

E(X-X) (Y-Y) = E(XY-XY-XY+XY) 

y la aplicaci6n del teorema 3.3 nos da
 

E(X-X)(Y-Y) = E(XY) - E(RY) - E(KY) + E(XY) 

Y, ya que X e Y son constantes, E(XY) XE(Y) = Hi, E(XY) = XY y E(H)= RV. 

Entonces, :E(XX) (Y-1) f.E(XY), - . 

Ejercicio 3.3.' Suponga que E(X) = 6 y E(Y) = 4. Determine 

(a)!E(2•X+ Repuiesta: 28
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(b) {E(2X)}2 Respuesta: 144
 

(c) /E-(Y) Respuesta: 2
 

(d) E(5Y-X) Respuesta: 14
 

Ejercicio 3.4. Demuestre lo siguiente, suponiendo que E(X) = 

y E(Y) = Y: 

(a) E(X-R) = 0
 

(b) E(aX-bY) + cE(Y) - aX + 	(c-b)
 

(c) 	E{a(X-X) + b(Y-Y)} = 0
 

2

(d) E(X+a)2 = E(X2) + 2aX + a


(e) E(X-X)2 = E(X2 ) - R2 

(f) E(aX+bY) = 0 para cualesquiera valores de a y b si
 

E(X) = 0 y E(Y) = 0.
 

3.3 VALOR ESPERADO DE UN ESTIMADOR
 

El teorema 3.3 se utilizarg ahora para determinar el valor esperado
 

del promedio de una muestra aleatoria simple de n elementos seleccionados
 

sin reposici6n de una poblaci6n de N elementos. El termino "muestra
 

aleatoria simple" implica selecci'n sin reposicion y con probabilidades
 

iguales. La media muestral es
 

- x1+...+ xn 
X= n 

n
 
donde xi es el valor de X correspondiente al i-esimo elemento en la mues­

tra. Sin perdida de generalidad, podemos considerar el subindice de x
 

como correspondiente a la i-esima selecci6n; es decir, x1 es el valor de 

X obtenido en la primera selecci6n, x2 el valor obtenido en la segunda, 

etc. Desde que cada xi es una variable aleatoria, x es una combinaci'n 

lineal de variables aleatorias. Por lo tanto, es aplicable el teorema 3.3: 

E n {E(x) + ... + E(x 
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En el capftulo anterior, secci6n 2 .6,establecimos que cualquier elemento 

dado de la poblaci6n tenfa una probabilidad - de ser seleccionado en la
N
 

i-esima seleccion. Esto quiere decir que xi es una variable aleatoria que
11
 

tiene probabilidad - de tomar cualquier valor incluido en el conjunto deN
 
la poblaci6n XI, ..., XN. Por lo tanto,
 

E(x1) = E(x2) ... = E(x ) yn


±
E(x) + n" + =X 
n
 

El hecho de que E(x) = X es una de las muy importantes propiedades del pro­

medio de una muestra aleatoria simple. Incidentalmente, E(x) = X tanto en 

el muestreo con reposici'n como en el muestreo sin reposici6n.
 

Definici6n 3.3. Un parmetro es una cantidad calculada a partir de
 

todos los valores de la poblacio'A. El total de X, el promedio de X, la
 

proporci6n de elementos para los cuales Xi < A, o cualquier otra cantidad
 

calculada de medidas que incluyen todos los elementos de la poblaci6n, es
 

un pargmetro. El valor num'rico de un pargmetro es generalmente descono­

cido, pero existe por definici'n.
 

Definici~n 3.4. Un estimador es una formula o regla matem~tica para
 

lograr una estimaci'n de una muestra. La formula para determinar la media
 
Ex.
 

muestral, x =--- , es un ejemplo sencillo de un estimador. Suministra
 
EX.
 

una estimaci6n del pargmetro X =-

N"
 

Definici6n 3.5. Un estimador eas insesgado cuando su valor esperado
 

es igual al pargmetro del cual es una estimaciSn. En el ejemplo citado
 

arriba, x es una estimaci6n insesgada de X porque E(x) - Re
 

Ejercicio 3.5. 'Suponga una poblaci~n de cuatro elementos que tienen
 

los siguientes valores de-X: Xi 2; X21- 5; X3 
- 4; X4 - 6. Demuestre 

qua, para muestras aleatorias simples de'tamaflo'2, Nx es Un estimador ii1­

sesgado del total de la poblicii, EX4 M 17. Haga una lista de todas las 
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muestras posibles de tamafio 2 y calcule Nx para cada muestra. Esto pro­

ducirg el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoriaNx.
 

Considere la probabilidad de cada uno de los valores posibles de Nx y
 

muestre aritm~ticamente que E(tx) - 17. 

Una muestra de elementos de una poblaci6n no siempre se.selecciona
 

con probabilidades de seleccion iguales. 
El muestreo con probabilidades
 

desiguales es complicado cuando el muestreo es sin reposicion, de manera
 

que nos limitaremos al muestreo con reposicion.
 

Ilustraci6n 3.7. El conjunto de cuatro elementos y las probabili­

dades asociadas que usamos en el ejercicio 3.1 servirgn como ejemplo de
 

estimaci'n insesgada cuando se seleccionan muestras de dos elementos con
 

probabilidades desiguales y con reposici~n. 
Nuestro estimador del total 

de la poblaci~n, 2 + 5 + 4 + 6 - 17, serg 

n x. 
P 

x
 
n 

El estimador x' es una variable aleatoria. Sigue una lista del conjunto
 

de valores que puede tomar x' y las probabilidades respectivas:
 

Muestras posibles x' P. x
Muestras posibles P.
 

X1x1 6 4/36 x2x3 19,5 4/36
 

X1X2 10,5 8/36 x2x4 25,5 4/36 

x1x3 15 4/36 x3x3 24 1/36
 

X1X4 21 4/36 x3x4 30 2/36 

x 2 x 2 15 4/36 x4x4 36 1/36 

Ejercicio 3.6. Verifique los valores citados de x! y Pj y determi­

ne el valor esperado.de.x. Por definicion, E(x') ­ EP.x. Su respuesta
 
J3
 

debe ser 17, porque x' es un estimador insesgado del total de la pobla­

ci6n.
 



Con el fin de considerar un caso general de muestreo con reposi­

ci6n y con probabilidades desiguales, suponga que en la poblaci6n X toma
 

los valores X1,, ... , .. , X, y que las probabilidades de selecci6n 

son respectivamente PI, P."' P" Sea x. el valor de X corres­

pondiente al i-'simo elemento en una muestra de n elementos y pi la pro­

babilidad de selecci6n de ese elemento. Entonces, un estimador insesgado
 

del total de la poblaci6n es
 
n x.
 

x0 =E I 
i=lpi
 

N 
Ahora demostraremos que E(x) - E X.. Para facilitar la comparaci6n de x' 

j=1 3 

con u en el teorema 3.3, x' puede escribirse como sigue: 

+.) .
x, n(x + in 

1 xi 
Ahora esta claro que a. n y que u - . Por lo tanto, 

1 n 1 pi 

E(x) = n {E( + ... + E (3.5) 

x1
 
La cantidad -, que es el resultado de la primera selecci'n aleatoria de
 

P1
 
la po*laci6n, es una variable aleatoria que podr~a tomar cualquiera de los
 

XK X Xl 
siguientes valores: -- , ... , - La probabilidad de que - tome el va-

X. I NP 
lor -I es P.. Entonces, por definicion,
* P.
3 

x N X. N 
E o E P. . 

j , j j 
X. 

Ya que el muestreo es con.,reposici6n, es obvio que cualquier -- es la 
X..
 

Pr 10otantbo (35)"resultamisma1'variable aleatoriaque- .i- la euaci6n 

-N N
 
E -(EX. + + EX.)

n. J. jJ 
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Ya que hay n tnrminos en la sumai se! tiene 

*Eiercicio3.7,. "Comocorolario; 
demuestre que el valor'esperado d
 

es igual al promedio de la poblacion.

n
 

Ya-debei estar familiarizandose con la idea de que un estimador con­

struido con los datos'de una muestra probabil~stica es unavariable alea­

toria. 
Las personas responsables del disefio y la seleccion de muestras
 

y de la produccion de estimaciones derivadas de muestras se interesan en
 

el conjunto de valores que puede tomar un estimador basado en una muestra
 

y con las probabilidades asociadas con ellos.
 

DefiniciSn 3.6. La distribucion de un estimador generado por el
 

muestreo probabillstico es la distribucion en el muestreo del estimador.
 

Los valores de xJ y P. en la ilustraci6n numerica 3.7 son un ejemplo
.i
 
de una distribucion en el muestreo. 
Los estadisticos se interesan prin-


Aipalmente en tres caracteristicas de una distribucion en el muestreo:
 

(1) el promedio (centro) de la distribucion con relaci6n al valor del
 

)ar~metro que se estima, (2) una medida de la variaci~n de valores posi­

bles de un estimador con respecto al promedio de la distribuci6n, y (3)
 

la forma de la distribuci~n. 
Acabamos de tratar de la primera. Cuando
 

el valor esperado de un estimador es igual al pargmetro que.se estima,
 

sabemos que el promedio de la distribuci'n en el muestreo es igual al
 

parametro que se estim'. 
Pero, en la practica, generalmente no se cono­

cen los valores de los pargmetros. 
Para juzgar la exactitud de un esti­

mador, necesitamos -informdci5n
acerca de las tres caracterlsticas dela 
distribucion en el muestreo. Tratemos ahora de la medida mas generalmente
 

aceptada de la variacion de una variable aleatoria.
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3.4 VARIANCIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA
 

La variancia de una variable aleatoria, A .es e± promedio de los 
cuadradas de los valores de las desviaciones de X respect6 a su-media;
 
es decir,,.es el.,valor medio de (X,-X) 2
 .
 La ralz cuadrada de :la: variancia
 

es la desviacign estandar de la variable.
 

* Definicjon 3.7. 
El terinos de valores esperados, la variancia de
 
una variable aleatoria, X, es E(X-X) 2 , donde E(X) 
= . Puesto que X es 
una variable aleatoria, (X-X)2 es una variable aleatoria y, por defini­

ci6n de valor esperado, 
 N
 
E(X-X)2 = £pi(X. X)2
 _ 


1En el caso de que P. i 
tenemos la formula m~s canocida de la variancia:
 
N
 

. (X.i-X) 
2E(X-R)2 = 1 a

N x
Los varios ufmbolos que representan la variancia incluyen a2, ,
 2
 

V?, S2
 , Var(X) y V(X).' La variancia a menudo se define como
 

E(X. R)2
 

N-I 

Esto se explicara en ia secci6n 3.7.
 

3.4.1 
VARIANCIA DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES
 

Dos variables aleatorias, X e Y, son independientes si la probabi­
]idad conjunta,-P 
 , 
de obtener X. e Y. as igual a (Pi)(p), en donde P.
11 

es la probabilidad de seleccionar X. del conjunto de valores de X, y P. 
es la probabilidad de seleccionar Y. del conjunto de valores de Y. La
 

.varianci 
de la suma de dos variables aleatorias independientes es la
 
suma d6 avariaficia de la primeray la de la: segunda. 
Es decir,
 

2a2m a + 'a - yT
 

http:decir,,.es
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llustraci'n 3.8. En la ilustraci6n 3.3, X e Y eranindevendientes.
 

Hicimos una lista de todos los valores posibles deX.+.Y. y laprobabi­

lidad de cada uno. De esa lista podemos calcular f9cilmente lavariancia
 

de X + Y. Por definici6n,
 

a2 - E[(X+Y)-(X+Y)}2 = EEp.p.{(X.+ y.)-(R+j)}2 (3.6)
x+y ij I 

Substituyendo en la ecuacion (3.6), tenemos
 

aF2, -LO5,5)2+ 4 (455)2+ +...1(10-5,5)2 = 8 

Las variancias de X y de Y se calculan como sigue:
 

1(6-.4)2 2(12 = E(X-R) 2 1(~2-4)2+-Z~(5-.4)2+ i.(4-.4)2+ .­

02 E(y-q)2 = (-.2-.1,5)2+ 2(2L 1,5)2+ W1,2 = 19 
y4 4T..4~,) 

= 
 + '="'
Ahora tenemos a2 + o2 A + 19 85 que verifica la declaracin hecha: 
y 3 4 12', lo u eiial elrconhh:x 

la variancia de la suma de dos variables aleatorias independientes es la
 

suma de las variancias.
 

Ejercicio 3.8. Demuestre que E{(X+Y)-(X+Y)12 = E(X+Y)2- (i+q)2.
 

Despues calcule la variancia de X + Y para el caso de la ilustracion 3.3,
 

usando la f6rmula o2 = E(X+Y) 2 - (R+ )2 . El resultado debe ser igual

x+Y 

al resultado obtenido en la ilustraci6n 3.8.
 

Ejercicio 3.9. Refierase a la ilustraci6n 3.3 y a la lista de posi­

bles valores de X+Y y de las probabilidades correspondientes. En vez de
 

Xi + Y., haga una lista de los productos (Xi- X)(Yj- Y) y muestre que
 

E(Xi - X)(Y.- 1) = 0. 

Ejercicio 3.10. Calcule E(X-X)(Y-Y) para el ejemplo numerico usado 

en la ilustr'aci6n3.3, usando la fMrmula E(XY) - que se deriv6 en la 

ilustraci6n 3.6.
 

3.4.2 VARIANCIA DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS DEPENDIENTES 

La varianciaide variables aleatorias dependientes involucra la
 



78 

covariancia, que se deflne como sigue:
 

DefiniciOn 3.8. 
La covariahcia de'dos variables aleatorias, X e Y,
 
es":E(X-X)(y-),' donde E(X)'i
= , y E(Y) :Y.Por la definici'n de valor 

esperado,
 
E(X-R)(y-i) - ZIP..(X.- X). Y)


ij
 

donde la doble sumatoria cubre todos los valores posibles de X y de Y.
 
Los s~mbolos com~nmente usados para representar la covariancia son
 

,Xy, Sxy y Cov(X,Y). 
Puesto que (X+Y)-(R+Y) = (X-X)+(Y-Y), podemos derivar una formula
 

para la variancia de X+Y como sigue:
 

a2 Ef (X+Y)-(R+q)12
 

- Ef(X-R)+(y-q))2
 

= Ef(X-X)2 + (y_) 2 + 2(X-X)(Y-) 

Entonces, segon el teorema 3.3,
 

a2 E(X-R)2 +E(yq)2 + 2E(X-X)(Y-=) 

y por definicin obtenemos 

02 on2 +a2 + 2
x+Y x y 1K
 
A veces se usa 
 en vez de uX para representar la variancia. 
De modo
 

que
 

OXXO+yc 2a +yy +2Xy+ a~ '+2
 

En el caso de dos variables aleatorias independientes, P.. = p.P.. Por 

lo tanto, E(X-X)(Y-q) - Z Pip (x.i- 2)(y.- Y). 

Escriba en detalle, si es necesario, la expresi6n siguiente para compro­

bar que es correcta:
 

EP'P'(X.- )(Y.- Y) = EP.(X.- X)EP.(y.- Y)-0 (3.7) 
aJ e ue l c " i i j Je 

E.sta ecuacio'n. e stable ce,, que-,la !covariancia uv; , es~cero'',cuando kxe Y.'snno 



79-,
 

independientes. F'jese que, en la ecuacion (3. 7),. U.(X.i):= E(X-X),1
 

y EP.(Y Y) = E(Y-Y), lo que, an el-caso de variables aleatorias inde­

pendientes, demuestra qua E(X-X)(Y-Y) = E(X-X)E(Y-Y). Al trabajar con 

variables aleatorias independientes, a menudo se encuentra muy 9til el 

siguiente teorema importante: 

Teorema 3.4. El valor esperado del producto de variables aleatorias 

independientes, u1 , U2 , ... , uk, es (l producto de sus valores esperados: 

E(u1u2 ...uk)= E(ul)E(u2)...E(Uk)
 

3.5 VARIANCIA DE UN ESTIMADOR
 

La varianicia de un estimador obtenido de una muestra probabil~stica
 

depende del matodo de muestreo. Derivaremos la f6rmula pare la variancia
 

de x, el promedio de una muestra aleatoria de n elementos seleccioiados
 

con probabilidades iguales, con reposicion y sin ella. Despues, se de­

rivara la variancia de un estimador del total de la poblaci6n para el
 

caso de muestreo con reposici6n y probabilidades desiguales de selecci6n.
 

3.5.1 PROBABILIDADES DE SELECCION IGUALES
 

La variancia de x, el promedio de una muestra aleatoria de n ele­

mentos seleccionados con probabilidades iguales y con reposicign de una
 

poblacin de N elementos, es N
 

)22 E(x.a
Var(x).=n• n donde X NN' La demostracion es la 

siguiente: 

Por definiciqn, Var(x) = E{x-E(i)}2. Hemos demostrado que E(x) = X. 

Pot lo' tanto; Var(x) E _Rx)2 . Por substituci~n y manipulacign alge­

braica, obtehemos 
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x +..+ x 

)2.Varx)-( +**~f ­

n(x~ -R + . + (x- X) 

2 Efni= (x.- i)2 + z Z(x.- ) (x- R)} 

Aplicando el teorema 3.3, obtenemos
 

n 
R)2 + E EE(x.- X)(x.- R)} (3.8)
Var () = - { E E(xi­

n2 i=l iij 

La ecuaci~n (3.8) se puede escribir en forma detallada como 
sigue:
 

2 (E(x -R)
2+E(x -R) 2+...+E(x -X)(x 2 X-)+E(x f-')(x3-)+..)•Var(x)= 
n 1.2 21 21 3
 

Ya que el muestreo es con reposici
6n, xi y x. son indepeidientes y
 

Por ejemplo, E{(x 1- R)(x 2- R)}

las covariancias son nulas. 


X) son iguales a cero.
E(x1- R)E(x2- R) y sabemos que E(x1- X) y E(x2-


Ahora, considere E(x - R)2. Ya hemos mostrado que x1 es una variable 

aleatoria que puede tomar cualquiera de los valores Xl, ..., XN de la 

poblaci6n con probabilidades iguales. Por lo tanto,
 

N
 
E(X.- R)2
 

2
 
- = aE(x R )2 = I 

1N x
 

El mismo argumento es aplicable a x2, x3, etc. Por lo tanto, la ecuaci6n
 

(3.8) se reduce a Var(x) = -2(O + ... + a2) = . 

El procedimiento matem'tico para determinar la variancia de x cuando
 

el muestreo es sin reposici6n es el mismo que en el caso de muestreo con
 

Las covariancias que apa­reposicion, hasta la ecuaci~n (3.8) inclusive. 


n (3.8) no son nulas, porque x. y x. no son independien­recenen la ecuaci6


Por ejemplo, en la primera selecci~n un elemnto tiene probabilidad
tes. 


± de serseleccionado,,pero ez,%Ia segunda seleccign la probabilidad es
 
N
 

condicionadaipor el hecho. de que;1 elemento escogido en la primera selec­

ci6n no fue repuesto. Considere la primera covariancia en la ecuacion (3.8).
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Para determinar E(xI- X)(x 2" X) tenemos que conoiderar el conjunto de
 

Valores que podria tomar (x1- X)(x 2- X). Nos ayudari considerar la si­

guiente matriz: 

(X1_- )2 (X1- X)(X 2- X) ... (x1- X)(XN- X) 

R)2(x2_R) (xl _ R) (x 2- (x 2_ R)(XNR) 

(XN X)(X 2 _ X) ... (XN -_ R)2
(XN R)(X 1 _ R) _ _ 

La variable aleatoria (x 1- X)(x 2 - X) tiene igual probabilidad de ser 

cualquiera de los productos en la matriz, excepto los terminos cuadrados 

de la diagonal principal. Ray N(N-1) de tales productos. Por lo tanto, 
NN
E E(x i - R)(x j- R)
 

E(x 1- )(x 2 -X= N(N-1)
 

Segu'n la ecuaci'n (1.9) del capitulo I,
 

NN N
 
E E(X- )(X.- X) = - E(X.- X) 2 

Por lo tanto, NE(Xi_ K)2 a 
3. x
E(x1- )x _R) E 2
 

1 2 N(N-1) N-i
 

La misma evaluaci6n es aplicable a todas las demas covariancias de la
 

ecuaci'n (3.8). Hay n(n-1) terminos de este tipo en la ecuaci6n (3.8)
 

2a
x 

y el valor de cada uno es - 1 Por esto, la ecuaci'n (3.8) se reduce a 

2
 

- in 
Var~) -- 2{EE(x.- R) 2 

-n(n-1)­n N-11 

Reconociendo que E(x.- R)2 a2, y despues de algunas operaciones alge­

braicas f~ciles, obtenemos el siguiente resultado:
 

:02 
, 

39N-n t Xvar (X)!- -- 2)(3.9) 
- N! , 



laactor decorrecci6n para poblaciones finitas"
 

porque'noise~usaval 'tratar de-poblaciones.infinitas o al muestrear con
 

reposicion, lo que es equivalente a muestrear una poblacion infinita.
 

En': el caso dedos caracterlsticas, X e Y, de elementos en la misma
 

muestra aleatoria simple, la covariancia de x e y es dada por una f'r­

mula analoga a la ecuaci'n (3.9), a saber,
 

Cov(x Nn rXY
Y 

Cov(xy)= N-
 (3.10)
 

3.5.2 PROBABILIDADES DE SELECCION DESIGUALES
 

n x.
 
ipi
 

En la seccion 3.3 demostramos que x' = 
 es un estimador inses­

gado del total de la poblacion. 


n
 

Esto era para el caso de muestreo con
 

reposici6n y con probabilidades de selecci'n desiguales. 
Ahora procede­

remos a determinar la variancia de x'.
 

Por definici'n, Var(x') = E{x' - E(x,)} 2 . Sea X = 
N 
EX.. Entonces,
 

•1.
 de E(x') = X se deduce que
 

x1 x
 
_ 
+...+ n
 

Var(x=(V 1 2

% n £LpX) 1E{(x - X)+...+(- X 1n2
x.x p1 P
 

1 

= 2E{r(-- - X)2 + E E(-

X. 
- X) -X)}

i 
 ik i
 

Aplicando el teorema 3.3, 
se tiene
 

Var(x() -{E- 1-)2+E
n Pi ij E(-Pi X)- - X)} (3.11) 

Note la similitud entre las ecuaciones (3.8) y (3.11) y que los pasos
 

que conducen a estas dos ecuaciones son los mismos. 
De nuevo, ya qpe
 

el muestreo es con reposici~n, las covariancias de la ecuaci6n (3.11)
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son nulas. Por lo tanto, la ecuaci'n (3.11) se reduce g
 
n x. 

1
Var(x') 2{EE(- - X)2 ) 
n Pi 

x N X.
 
Por definici6n, E(-- - X)2 = Ep.(- _ X)2. Por lo tanto,


Pi .
1 i 1 

N X. 
EP i; -

Var(x') = 1 n (3.12) 

Ejercicio 3.11. (a) Refigrase al ejercicio 3.1 y calcule la va­

riancia de x' para muestras de tamafio dos (es decir, n = 2), usando la 

ecuaci'n (3.12). 

(b) Luego pase a la ilustraci6n 3.7 y calcule la
 

variancia de x', usando los valores numericos de x'. No olvide que los
 

valores de x' tienen probabilidades desiguales. Segfn la definici6n 3.7,
 

10 
la variancia de x' es E P.(x - X)2, donde X = E(x'), x! es uno de los 

J JJ 
10 posibles valores de x' y P. es la probabilidad de x. 

3.6 VARIANCIA DE UNA COMBINACION LINEAL
 

Antes de presentar un teorema general sobre la variancia de una
 

combinaci'n lineal de variables aleatorias, se dargn unas pocas rela­

ciones claves entre variancias y covariancias. En las siguientes ecua­

ciones, X e Y son variables aleatorias y a, b, c y d son constantes:
 

Var (X+a) = Var (X) 

Var (aX) = a2Var(X) 

Var(aX+b) = a2Var(X) 

Cov(X+a,Y+b) = Cov(X,Y)
 

Cov(aX,bY) = abCov(X,Y)
 

Cov(6X+b,cY+d) = acCov(X.Y) 
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Var(X+Y) Var(X) + Var(Y) +'2Cov(XY)
 

Var(X+Y+a) = Var(X+Y)
 

Var(aX+bY) = a2Var(X) + b2Var(Y) + 2abCov(XY)
 

Ilustraci6n 3.9. Las relaciones anteriores se verifican facilmente
 

utilizando la teorla de valores esperados. Por ejemplo,
 

Var(aX+b) = E{aX+b-E(aX+b)} 2
 

= E{aX+b-E(aX)-E(b)1
2
 

= E{aX-aE(X)12
 

= E{a(X-R)1
2
 

.a2E X-R2
 

= a2Var(X)
 

Ejercicio 3.12. Tal como se hizo en la ilustraci6n 3.9, utilice la
 

teorTa de valores esperados para demostrar que Cov(aX+b,cY+d) = acCov(X,Y).
 

Tal como en el teorema 3.3, sea u = au1 +...+ a kU, donde a, ..., ak 

son constantes y ul, ..., .k son variables aleatorias. Por definicion, la
 

variancia de u es
 

Var(u) = E{u-E(u)} 2 

Por substitucion,
 

Var(u) = E{alu +... + akuk- E(aluI + ... + akOk)}2 

= E~a1(u- Ul) + ... + ak(uk- Uk)}2, donde E(u.)1 = ui. 

Elevando al cuadrado la cantidad dentro de { } y considerando los valores
 

esperados de los terminos resultantes, llegamos al teorema siguiente.
 

Teorema 3.5. La variancia de u, una combinaci6n lineal de variables
 

aleatorias,* es dada por la siguiente ecuacion:
 

k
 

Var(u) = E a2.r2 + E E a.a.a..
 

2
daonde o es la variancia de ui, y &j es la covariancia entre u. y u,.
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Los teoremas 3.3 y 3.5 son muy ftiles, porque muchos estimadores
 

basados en muestras probabillsticas son combinaciones lineales de va­

riables aleatorias.
 

Ilustraci6n 3.10. Suponga que de una muestra aleatoria simple se
 

ban obtenido datos correspondientes a dos caracterlsticas, X e Y, siendo 

los valores en la muestra Xl, ... , xn, e YI. .... Yn' ICu~l es la va­

riancia de x - y? Con base en la teorla y resultados que han sido pre­

sentados, se puede proceder inmediatamente a escribir la respuesta. 

Por el teorema 3.5 sabemos que Var(x - y) = Var(x) + Var(y) - 2Cov(x,y).
 

De las especificaciones del muestreo, conocemos las variancias de x e
 

y y la covariancia. Vea las ecuaciones (3.9) y (3.10). De modo que se
 

obtiene facilmente el resultado:
 

Var(x- = ( )( (a + a)a - 2aXy) (3.13) 

Algunos lectores podrian tener curiosidad acerca de la relaci6n
 

entre covariancia y correlacion. Por definici'n, la correlaci6n entre
 

X e Y es 
= Cov(XY) 'XY 

' ar(X)Var(Y) okaY 

Por esto, se podria poner rXyaXay en vez de axy en la ecuaci6n (3.13).
 

Ejercicio 3.13. Suponga que en una publicaci6n estadIstica se en­

cuentra que el rendimiento del ma'z es de 87 quintales por hectgrea en
 

el Estado A y 83 es el rendimiento estimado para el Estado B. Los
 

errores estgndares estimados son 1,5 y 2,0 quintales. Usted se interesa
 

en el error estandar de la diferencia en rendimiento entre los dos Esta­

dos y quiere saber la magnitud de la diferencia estimada en relacion con
 

su error est~ndar. Determine el error est'ndar de la diferencia. Puede
 

aceptar que las dos estimaciones de rendimiento son independientes, por­

que la seleccin de la muestra en un Estado fue enteramente independiente
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de la otra. Respuesta: 2,25.
 

Ilustraci6n 3.11. Sin duda los estudiantes familiarizados con el
 

muestreo ya habrgn reconocido la aplicaci'n de los teoremas 3.3 y 3.5 a
 

varios planes de muestreo y m'todos de estimaci6n. Por ejemplo, en el
 

caso del muestreo aleatorio estratificado, un estimador del total de la
 

poblaci6n es
 

x=Nx + ...+ N -.ENixi
 = 

1 ~ 1, 1N~ Nk1 

donde Ni es el ndmero de unidades de muestreo de la poblaci6n que se 

encuentren en el i-gsimo estrato, y x. es el promedio por unidad de mues­1 

treo de la caracterlstica X correspondiente a una muestra de n.1 unidades 

de muestreo del i-'simo estrato. Segdn el teorema 3.3, 

E(xO) = EENi~ = EN.E(x i) . 

Si el muestreo es tal que E(x.) = Xi en todos los estratos, x" es un es­

timador insesgado del total de la poblaci6n. Segan el teorema 3.5, 

Var(x") = N2Var(x 1 ) + ... + N2Var(x) (3.14) 

No hay tirminos de covariancia en la ecuaci'n (3.14), porque la selecci'n
 

de la muestra en un estrato es independiente de la hecha en otro estrato.
 

Suponiendo una muestra aleatoria simple en cada estrato, la ecuaci6n (3.14)
 

se particulariza asT:
 

2

N,-n 2 N- n a


Var(x) -N2( 1 -+ ...+ N2 k
 
1N - 1n k'Nk- 1 fnk
 

en donde a es la variancia de X entre unidades de muestreo dentro del
 
1 

i-'simo estrato.
 

Ilustracion 3.12. Suponga que x', ..., x' son estimadores insesgados
 

independientes de la misma cantidad, T, Es decir, E(x ).= T. Sea ao la
 
3.' 1 

variancia de xi.
 
1 

Considere un promedjo popderado de los estimadores; a saber,
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X* - Wlx1 + ... + wkx (3.15)
 

donde Ew. - 1. Entonces
I 

E(x') - w E(x') + ... + wkE(x) = T (3.16) 

Es decir, para cualquier conjunto de ponderaciones con Ew.1 - 1, el valor 

esperado de x' es T. jC6mo deber~n escogerse las ponderaciones? 

La variancia de x' es 

2 2
Var(x') w a2 + ... + W2a
1 1 k k
 1
 

Si ponderamos igualmente los estimadores, w.i y la variancia de x' es
 

Var(x') = (3.17) 

lo que es la variancia media dividida por k. Sin embargo, es razonable
 

dar mayor ponderaci'n a los estimadores que tengan variancia baja. Con
 

la utilizeci~n del c'lculo diferencial podemos determinar las pondera­

ciones que minimicen la variancia de x'. Las ponderaciones 6ptimas son
 

inversamente proporcionales a las variancias de los estimadores. Es.
 

1
 
decir, w 2
1 

Como ejemplo, suponga que se tienen dos estimadores insesgados in­

dependientes de la misma cantidad que se originan en dos muestras dis­

tintas. La ponderacion optima de los dos estimadores seria
 

(a2)xl + (j2)x 2
1 2
 
1 1
 
a2 +-2
1 
02
 

Como otro ejemplo, suponga que x', ..., x' son los valores de X en
 

una muestra de k unidades de muestreo seleccionadas con probabilidades
 

iguales y con reposicion. En este caso, cada x es un estimador inses­1 

gado de X. Si tomamos w. = - , entonces x' es x, el promedio simple de 

los valores en la muestra. F'jese que, como es de esperarse, la ecuaci6n 

(3.16) se reduce a E(x) = X. Ademgs, puesto que cada estimador, x'., es 
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la misi4avariable aleatoria que podra tamar-cualquier valor del conjunto
 

X ...,XN, claro estf que todos los o tienen que ser iguales a a2
 

N, " Par lo tanto, la ecuacion (3.17) se reduce a U 2 lo que 

esta de acuerdo con la primera parte de la secci~n 3.5.1. 
x.
 

Ejercicio 3.14. Si se iguala x' de la ecuaci6n (3.15) con de
1P.
 
-I ila secci'on 3.5.2 y se toma x. 

=- , y k = n, entonces xO de la ecuaci6n1 nl 

x. 

(3.15) resulta ser lo mismo que x' =-de la seccion 3.5.2. Muestre
 
n 

que, en este caso, la ecjci6n (3.17) se vuelve la misma que la ecuaci6n
 

(3.12).
 

3.7 ESTIMACION DE VARIANCIAS
 

Todas las f6rmulas de variancias que hemos presentado en las sec­

ciones anteriores han involucrado calculos sobre un conjunto de valores
 

de una poblaci6n. En la prictica, tenemos datos correspondientes a una
 

muestra 6nicamente. De manera que tenemos que considerar metodos para
 

estimar variancias, empleando los datos obtenidos de muestras.
 

3M7.1 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
 

En la secci6n 3.5.1 encontramos que la variancia delpromedio dq
 

una muestra aleatoria simple es
 

N-nCN2X 
Var(x) = Tqf(--, (3.18) 

NZ(xi- R)2
 

2 . 1 , ndonde a
X N E(x_ )2 

Como un estimador de a2, la f6rmula k partce ser muy apropiada. 

'
Sin embargo, al muestrear poblaciones finitas, es costumbre definir va­

riancia entre unidades de.la poblaci6n cOdmo sigue:­
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N n
 

$2 "='-'Nl-I"- y Utilizar s2 - -'-- comaun estimador-de 

S2 
. Una exiplicaci'n de esto aparecerg cuando encontremos el valor es­

perado de s2 como sigue:
 

La f6rmula paras2 puede escribirse en una forma mgs conveniente
 

para encontrar E(s2), ast:
 

n
 

x)2
E(xi - ZX2 - n;2
 
s2=1 - 1
 

n-i 
 n-i
 

n 
y E(s2) = i {.,(x ) - nE(;2)}

n-i I
 

Hemos demostrado anteriormente que x. es una variable aleatoria que
1
 

tiene probabilidades iguales de tomar cualquier valor en el conjunto
 

X1 9 .P XN .
 

N
 

E1 
 nEX3
 

zx?
 
E(s2) 1n-iE(-2)} (3.19)
-

Sabemos, por definicion, que oa = E(x - R)2 y es focil demostrar que 
x 

E(x - )2 = E(x2) - X2. Par lo tanta, E(x2) = a2 + 2. Par substituci6n 

en la ecuaci6n (3.19) obtenemos
 

Ex?
 
E(s2) = -(-! ..-2 -a_)
 

"'" X
 

2
E(xi- R)2 zx? 
Por definicign,.r 2 = = - y ya que el mtodo especifi­

- N N 

2
a

cado .de muestreo era MAS, a2 N-n (), par lo que tenemas E(s2) 

2

aF


2
n {a - 1, lo que despugs de simplificaci6n resulta ser 
n-i X N- n
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L2
.E0B2) N 

"Note que, de las definiciones dadas arriba paera a y Sz, se deduce que 

2 S2s =_,,-a2 Por lotana, E(s2) . Puesto que l2 es 
N-i X. o , o EsPet~u~,esu
 

estimador insesgado :de S2, ahorapondremos 2 en luga de i en la
 

ecUaci6n (3.18),i0 que da
 

N n(S2
Var(x) 
 (3.20) 

Las lformulas (3.18) y (3.20) dan resultados identicos para Var(x), y 

ambAs estgn de acuerdo con E(x - R)2 como definicion de variancia. Hemos 

.demostrado.que s2 es un estimador insesgado de S2 . Poniendo s2 
en lugar
 

de S2 en laecuacign (3.20), tenemos
 
t2
 

var N) "(-	 (3.21)
 

Como un estimador de la variancia de x. "'Cn respect a la ecuacion (3.18),
 
2
'a 	 es un estimador insesgado de a Cuando N-i 2 se pone en lugar de
 

a2, se obtiene la ecuaci'n (3.21).
 

N- n
 
Puesto que, en la ecuacian (3.20), - -esa exactamente 1 menos.la
 

fracci'n de muestreo, y s2 es un estimador insesgado de S2 , hay algo de
 

* £(X.- R)2 ' 
ventaja en usar la ecuaci'n (3.20) y S2 = u f" 

N-1 coma una definician
 

de variancia entre unidades de muestreo en la poblacf6n.
 

Ejercicio 3.15. Para una pequafia poblaci6n de 4 elementos, suponga
 

que los valores de X son X3 ' 3 :yx4 6. Considere mues­

tras aleatarias rimple.s de ta0ai6 2. Hay seis muestras.pdsibles.
 

(a) 	Para'cada: una de las muestras,calcule ;x, ys2'. Es decir, encuen­

tre la distribucion (n el muestreo de x y la distribuci'n en el
 

muestreo de s2..
 

(b .Calcule S2 ; luego deteremne Var(), ,usandola ecuacign (.20).
 

(c) 	Calcule la variancia entre los seis valores de x y:.compare el
 

resultado con el valor obtenido en'(b) para Var(x).:Los resultadO
 

deben.-ser iguales.
 

http:menos.la
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(d) De la distribuci'n en el muestreo de s2 calcule E(s2) y veri­

fique que E(s2) = S2. 

3.7.2 PROBABILIDADES DE SELECCION DESIGUALES
 

En la seccign 3.5.2 derivamos una formula para la variancia del
 

estimador x', donde
 
X.
E_!i
 

x =-A P.
 .
 (3.22)
 
n.
 

El muestreo se hizo con probabilidades de selecci~n desiguales y con
 

reposici'n. 	Encontramos que la variancia de x" est' dada por
 

N X.
 
2
EP. - X) 

Var(x') 31. (3.23) 
n 

Para estimar Var(x') con base en una muestra, uno podrfa inclinarse, 

en primer lugar, a usar una formula del mismo tipo que la ecuacion (3.23), 

pero no resulta conveniente. La ecuaci6n (3.23) es un promedio ponde-
X. 

rado de los cuadrados de desviaciones ( I.- X)2 que refleja las probabi­
1 

lidades desiguales de selecci'n. Si se aplicara el mismo sistema de
 

ponderaciones en una formula para estimar la variancia sobre la base de
 

una muestra, se estarfa en efecto aplicando dos veces las ponderaciones:
 

primero en el procedimiento mismo de selecci6n y luego a los datos de la
 

muestra.- Las probabilidades desiguales de selecci6n ya estgn incorporadas
 

en la muestralmisma.
 

Tal como se hizo en algunas de las discusiones anteriores, mire al
 

estimador como sigue:
 

x P, 	 donde x.i1
 

Cada x' es un estimador,,independiente insesgado del ,total de la poblaci6n.
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Puestr. que cada valor de x. recibe una ponderaci6n igual en la determina­

ci6n de "x",parece que la f6rmula siguiente para estimar Var(x') podrTA 

serv r: 
s2 

Var(x-) =.-
n 

(3.24) 

n 
E(x . -xo)2 

dande s2 = i 
n-i . Siguiendo un metodo parecido al usado en la 

seccion 3.7.1, es posible demostrar que

N' 	 X. 

1 

Es decir, lia dciaci6n (3.24) provee un estimador insesgado de la Var(x"), 

cuyo valor esta dado en la ecuaciin (3.23). La demostraci6n se deja como 

0ejercicio. 

,.,Ej ercicio 3.16. Hcemos referencia al ejercicio 3.1, a la ilustra­

,cin,3,7 y.al ejerciciO 3.11. En la ilustraci6n 3.7, la distribucion en 

elmuestreo de x (ea la ecuaci6n (3.22)) se da para muestras de tamao 

2 de la poblaci6n de 4 elementos que fue usada en el ejercicio 3.1. 

(a) Calcule Var(x') = 2 (ecuaci'n (3.24)) para cada una de las 10 

'muestrasposibles. 

,(b) 	 Calcule el valor esperado de Var(x') y comparelo con el resul­

tado obtenido en el ejercicio 3.11. Deben ser iguales. Recuer­

de, al determinar el valor esperado de Var(x'), que los x' no
 

ocurren con frecuencias iguales.
 

3.:8. 	 RAZON ENTRE DOS VARIABLES ALEATORIAS 

En la teore.. y en la pr9ctica del muestreo se encuentran a menudo
 

estimadores que son raz6nes,entre variables'aleatorias. Se sefial6 ante­

riormente q -ew E(w) donde u:y w son variables aleatorias. Abora
 

se presentaran'formulas para,el valord esperado de una razon y parala
 



variancia'de una razon,-pero sin la derivaci6n6Las frmulas Is
n
 

aproximaciones:
 

:.u(
+~u Wu (3.25) 

- 02 a2 2p aua 
Var")u 

W w 
u
jj2 

+ w _ 
-2 
w2 

W U W 
- )(26uw 

donde u = E(u) 

- E(w) 

2
a2 = E(u - -)

U
 

o2 = E(w - -)2 
w 

y P =-W donde a = E(u-u)(w-w)
U W
 

Para una discusi6n de las condiciones bajo las que las ecuaciones
 

(3.25) y (3.26) son buenas aproximaciones, refierase a Hansen, Hurwitz
 

y Madow (Sample Survey Methods and Theory, Tomo I, Cap. 4, John Wiley &
 

Sons, 1953). Las condiciones generalmente son satisfechas con respecto
 

a estimadores derivados de encuestas por muestreo. 
Como regla emplrica,
 

la f6rmula para la variancia generalmente se acepta como satisfactoria
 

si el coeficiente de variacion de la variable del denominador es menos
 

de 0,1; es decir, si w < 0,1. En otras palabras, esta condici6n requiere
w
 
que el coeficiente de variaci'n del denominador sea menos del 10 por
 

ciento. Un coeficiente'de variacion mas grande podrla ser tolerable antes
 

de tener que preocuparse por la aproximaci6n de la ecuaci6n (3.26). La
 

a 
condici'n 
w < 0,1 es m's estricta que lo necesario para considerar como
 

insignificante el sesgo de una raz6n. 
Con pocas excepciones, en la praC­

tica se hace caso omiso del sesgo de una razdn.' Algo de la 16gica que
 

sostiene esta pr'ctica aparecerg en la ilustraci6n que sigue. En resumen,
 

las'condiciones en las cuales las ecuaciones (3.25) y (3.26) no .son 
buenas
 



aproximaciones son tales queeas muy probable,'que.,la raz n tenga valor
 

dudoso, debido a variancia grande.
 

Si u y w son combinaciones liieales'de v~riables aleatorias, la 

teorla presentada en secciones anteriores es aplicable a u y a w. Su­

poniendo que u y w son estimadores derivados de una muestra, para esti­

mar Var(-) tome en cuenta el disieo de la muestra y substituya ,en la 

ecuacion (3.26) estimaciones de u, w, ou, 02 P Ignore la ecuacio 

(3.25), salvo que haya motivo para creer que el sesgo de la raz6n podr'a 

ser importante en relaci6n con su error estandar. 

Es de interns notar la similitud entre Var(u-w) y Var(U). Segun 

el teorema 3.5, 

Var (u-w) = o 2 +o 2 2p 0 
u w uw u w 

Por definicion, la variancia relativa de un estimador es la variancia del
 

estimador dividida por el cuadrado de su valor esperado. De modo que,
 

dn teminos de la variancia relativa de una raz6n, la ecuacion (3.26)
 

puede escribirse
 

= u w u_._w
 
uw  


02, 02 00
 
Var Rel() - + - 2p uw 

w -j2 -2 UWuw 

La similitud es una ayuda para recordar la f6rmula pare la Var( ).
 
W 

Ilustraci'n 3.23. Supongamos que tenemos una muestra aleatoria.
 

simple de n elementos de una poblaci6n de N. Sean x e y los promedios
 

de la muestra referentes a las caracter~sticas X e Y. Entonces, u 


y w4Y 
S S 2 

S2 
a2 N-n X 2 N-n Y 

y a 

F~jese que la condicion discutida-anteriormente, w < OI, se satisface 
w

s'la mdaestra' es sufidcertemetei grand' para asegurar qua
 

S2
 N-n(7 2
Y n'-") , 1~, 

X 
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*Subst'tuyendo en la: ecuaci6n' (3'.26), -obtenemos, lo. siguiented como la.Va­

riancia de la razn:
 

y 2 2 1
 
N2nS2 2 SS
 

Es sesgo de 2 comoetimador de :estf dado por el segundo tgrmino de
 

y, y
 
la ecuac:in (3.25). En el caso de esta ilustracign, se tiene
 

2
yy


A medida que aumenta el tamafio de la muestra, el sesgo disminuye como 

I, mientras que el error estgndar de la raz~n disminuye a una tasa me­

nor, a saber, . Como consecuencia, no tenemos que preocuparnos por 

la posibilidad de que el sesgo se vuelva importante en relaci'n con el
 

error de muestreo a medida que aui..nte el tamafio de la muestra. Una po-


Un ejemplo
sible excepcion ocurre cuando se combinan varias razones. 


es el muestreo aleatorio estratificado cuando se tienen muchos estratos
 

y se hacen estimaciones de la raz6n separadamente para cada estrato.
 

Este 	asunto es tratado en los textos sobre muestreo.
 

3.9 	ESPERANZA CONDICIONAL
 

La'teorla de esperanza condicional y variancia condicional de una
 

variable aleatoria es una parte muy importante de la teoria del muestreo,
 

Trataremos
especialmente de la teoria del muestreo en etapas mdltiples. 


de la teorla con respecto al muestreo en dos etapas.
 

La notacign que se usarg en esta secci'n y en la prgxima es:
 

M es" el nmero d UPM (unidades primarias de muestreo) en la poblaci~n.
 

m es el ndmero de UPM en la muestra.
 

N, es.elnnmero total de elementos en la i-gsimaUPM.
:1 
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N= EN. es 	el ndmero total de elementos en la poblacion.
 

n. es el nimero de elementos en lalmuestra-tomados de la i- sima UPM.
 

m
 
N = En. es el nilmero total de elementos en la muestra.
 

1 

- n
 
m
 

X.. es el valor de X correspondiente al j-esimo elemento en la i-esima
13 

UPM. 'Se reriere a un elemento en la poblacion; es decir, j = 

1, N.; i = 1 M. 

x.. es el valor de'X correspondiente al j-esimo elemento en la mues­13 

tra de la i-4sima UPM en la muestra; es decii, los subfndices i
 

y j se refieren al donjunto de UPM y elementos en la muestra.
 

N.
 
X. = 1X.. es el total de la poblaci6n correspondiente a la i-esima10. 13 

UPM.
 

X.
 
i.m--es el promedio de X correspondiente a todos los elementos
 
i.N.


1 en la i-esima UPM.
 

MN. M
 
ZE X.,. EX.
 

"" N =-N 
 es el promedio de todos los N elementos.
 

S
 
EX. 

=" ..M es el proiedio de los totales de las UPM. Note bien la 

diferencia 	eritre X y X.
 

n.
 
X. 	 = E.x.. es el tot;l de la muestra correspondiente a la i-esima 

UPM en la muestra. 

x.
 
-x. es el'promeidiode los n. elemernes.en la muestra de la
 

i- sima 11PM.
 1 
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mn.
 

•EIxij
 

' -- n-es el promedio de todos los elementos en la muestra.
 

Tome el caso de muestreo aleatorio simple con probabilidades de
 

selecci'n iguales y sin reposicion, en ambas etapas. Considere la mues­

tra de n. elementos de la i-esima UPM. Sabemos, de la secci6n 3.3, que
 

x. es un estimador insesgado del promedio de la UPM, Xi.; es decir,

1•
 

E(xi.) . Rio y para una i fija (una UPM especificada), ENix. NiE(x. ) -

N.X. = X. . Pero, debido a la primera etapa del muestreo, EN.x. tiene
 
11 1I 11 

que tratarse como una variable aleatoria, de manera que es necesario con­

siderar el valor esperado de un valot esperado.
 

Primero, considere a X como una variable aleatoria, en el contexto
 

de muestreo de una sola etapa, que podria ser igual a cualquiera de los
 

M
 
valores X.. en la poblacion de N = ZN. elementos. Sea P(ij) la probabi­x3 i
 
lidad de seleccionar el j-esimo elemento en la i-esima UPM; es decir, P(ij)
 

serg la probabilidad de que X sea igual a Xij. Por definicion,
 

MN. 
E(X) = EE P(ij)X.. (3.27)

112
 

Ahora considere la selecci6n de un elemento como un procedimiento
 

de dos etapas: (1)seleccion de una UPM con probabilidad P(i), y (2) se­

lecci6n de un elemento de la UPM seleccionada, con probabilidad P(jli).
 

En palabras, P(jji) es la probabilidad de seleccionar el j-9simo elemento
 

en la i-esima UPM, dado que la i-esima UPM ya ha sido seleccionada. AsT
 

pues, P(ij) = P(i)P(jli). Por substituci6n, la ecuacion (3.27) queda
 

MN.
 
E(X) toZ P(i)P(jli)Xij o sea
ij
 

M N. 
E(X) - ZP(i) 1P(jli)X.. (3.28)

i j 121
 

N. 
Por definici6n, ZIP(jli)Xij es el valor esperado de X para un valor fijo

J 
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de i.' Sellama "esperanza condicional".; 

N. 
Sea E i) E.EPQjli)X.,j donde E2(XIi) es la notaci6n que usaremos 

para Ia esperanza condicional. Repiienido, E (Xji) quiere decir "el valor
 

esperado de.X para una i fija,. El subTndice 2 indica que la esperanza
 

condicional se refiere a la segunda etapa de muestreo. E1 y E2 se refe­

rirg a la primora etapa y a la segunda etapa, respectivamente-'
 

Substituyendo E2 (XIi) en'la ecuacion (3.28), obtenemos
 

E(X) EP(i)E2 (Xli) (3.29)
 
i
 

Hay un valor de E2 (Xji) para cada una de las M UPM. Puesto que E2 (XIi)
 
es una variable aleatoria con probabilidades P(i), el segundo miembro de
 

la ecuaci~n (3.28) es, por definici6n, el valor esperado de E2 (Xji).
 

Esto conduce al siguiente teorema:
 

Teorema 3.6. E(X) - EIE2 (XIi)
 
1 1
 

Suponga que P(jfi) = -. y P(i) = . Entonces,
 
1 

N.
 
E.(X)i) E' .
()X. X.
 

y E(X) = 1 Rio) = ze
1 

) ---
H 

En este caso, E(X).es .un-promedio no 'ponderado de los promedios de las
 

UPM. Es importante notar que, si P(i) y P(jli) se escogen de tal manera
 

que P(ij) sea cbnstante, cada elemento tiene"la misma'probabilidad de
 

selecci~n. Este punto se tratar' despues.
 

Elteorema 3.3 trata del valor esperado de una combinaci'n lineal
 

de variables aleatorias. Hay un teorema correspondiente para la espe­

ranza condicional. Suponga que la combinacion lineal es
 

k
 
U,=.alul + .. + ,A.u.. a'u


k I".t=1 -t
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donde al, ... , ak son constantes y U, ... , son variables aleatorias.uk 


Sea E(Ujci) el valor esperado de U bajo una condici6n especificada ci,
 

donde c. es una de las condiciones del conjunto de M condiciones que po­
1
 

drian ocurrir. El teorema sobreesperanza condicional entonces puede
 

expresarse simbolicamente como sigue:
 

•Teorema 3.7. E(Ulc i) = alE(ulIci) + ... + akE(ukci) 

k
 
o como E(UIc i) = Za E(u tci)
 

t
 

Compare los teoremas 3.7 y 3.3 y fljese que el 3.7 es parecido al
 

3.3, excepto que se aplica la esperanza condicional. Suponga que c es
 

un suceso aleatorio y que su probabilidad es P(i). Entonces E(Ulci) es
 

una variable aleatoria y, por definici'n, el valor esperado de E(Uic i)
 

M
 
es EP(i)E(Ulci), que es E(U). AsT pues, tenemos el siguiente teorema:
 

i
 

Teorema 3.8. El valor esperado de U es el valor esperado del valor
 

esperado condicional de U, lo quO se escribe simbolicamente como sigue:
 

E(U) = EE(Ulc i) (3.30) 

Substituyendo en la ecuaci'n (3.30) el valor de E(UIc i) en el teo­

rema 3.7, tenemos
 
M
 

E(U) = E{a E(uilci)+...+akE(UklCi)} = (3.31)
1 (u~c~+..+akEuk~~)1 EfEatE(u i ci)}
t
 

Ilustraci'n 3.14. Suponga un muestreo en dos etapas con muestreo
 

aleatorio simple en ambas etapas. Sea x', definido como sigue, el esti­

mador del total de la poblaci'n:
 

mN. n 
x =-- E - -I EIx.. (3.32)M i n ii13 

Ejercicio 3.17. 'Examine el estimador x* de la ecuaci~n (3.32).
 

Expreselo en otras formas que pudieran ayudar a mostrar su estructura
 
N. n.
 

10gica. Por ejemplo, para una i fija, IquS es - Z1x..? ZLe parece una 
ni j 13 



maneranrazoabie' de estimar el total de la poblaci6n? 

Con el fin,de exhibir x: como una combinaci6n lineal de variables 

aleatoriaso es conveniente expresarla en la forma siguiente: 

M 1 N N N }m n (.3 
1 inml" m m 

Supongamos que queremos encontrar el valor esperado de x' para deter­

minar si es igual al total de la poblaci6n. Segtn el teorema 3.8, 

{ x ini. Mn 1 1+...+{_())x m,+ "imn'4-2)xmn (3.33) 

E(x') = E1E2 (xi) (3.34) 
m N. n. 

-
 E X..)IilE(x') = (M'. N nZ (3.35)
1 13 

Las ecuaciones (3.34) y (3.35) se obtienen simplemente por la substituci6n
 

de x" como la variable aleatoria en la ecuaci'n (3.30). La c. ahora se
 
1 

refiere a cualquiera delas m UPM en la muestra. Primero, tenemos que so-

N. 

lucionar la esperanza condicional, E (xi).Puesto que m y I.son cons­
2 min n.
tantes con respecto a la esperanza condicional, podemos escribir (usando
 

el teorema 3.7):
 

M.m N. n.
 E2(x-Ii) E- E E2xIi) (3.36)2 minjij 

Sabemos que, para cualquier UPM dada en la muestra, x.. es un elemento en
 
13
 

una muestra aleatoria simple de la UPM y, segn la secci6n 3.3, su valor
 

esperado es el .pramedio de la UPM, Xi. Es decir,
 

E2 (x. i . 

n. 
E.2(X ji) n.... (3.37)

1311
 

Substituyendo el resultado de la ecuaci6n (3.37) en la (3.36) nos da
 

in . :1 11',
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El proximo paso es encontrar :el valor esperado de E2 (x'ji). En-la 

ecuaci6n. (3.38), tanto N.. como Xi. son variables aleatorias asociadas 

con la primera etapa de muestreo. AsT es que tomaremos X. = N.X,., como 

la variable aleatoria, lo que nos da, en lugar de la ecuacion (3.38),
 

E2 Wx li ) = mmr,ECxIi)=2 --ZX. 
mn . 1" 

i 

Por lo tanto,
 
m
 

Z(x') = El m EX. )
 
1
 

Por el teorema 3.3, tenemos
 

m Mm 1
 
E X. ) = - EE (X


.1 m 

Puesto que EX.
 
m . 

1 

Entonces,
 
m M

El X.) = ZX. 
E 1 d= . 

i i 

Por lo tanto, E(x) = EX. = X . Esto demuestra que x' es un estima­
il 

dor insesgado del total de la poblacion.
 

3.10 VARIANCIA CONDICIONAL 

"Variancia condicional" se refiere a la variancia de una variable
 

sujeta a una condici6n o limitaci6n especificada. Esta relacionada con
 

probabilidad condicional y esperanza condicional.
 

En la determinacion de la variancia de x' (yea la ecuaci6n (3.32) o
 

la (3.33)) se usar' el siguiente teorema importante:
 

Teorema 3.9. La variancia de x' ests dada por
 

V(xO) = V E2(x'Ii) +.E&V2(x':i) 
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dnde'V e's 1a variancia-correspondiente a la primera :etapaide.l. muestreo
 

y V2 !es.la-!varianciai"€'ondicional' cdrresponadente ala segunda etapa.
 

Hemos discutido ;E(xi )y notado que,'hay un valor de E2(x' i) para
 

cada UPM en la poblaci6n. Entonces, V E2 (x'ji) es simplemente la va­

riancia de los M valores de E2(x i).
 

En el teorema 3.9, la variancia condicional V2 (xIi)es, por defini­

cion, 

V2(xji)= E2[{x- - E2(e Ii))21i] 

Para entender V2(x'1i), piense en xO como una combinaci'n lineal de va­

riables aleatorias (yea la ecuaci6n (3.33)). Considere la variancia de
 

x' cuando i se mantiene constante. Todos los terminos (variables aleato­

rias) en la combinaci'n lineal ahora son constantes, salvo las que se
 

originan en el muestreo dentro de la i-esima UPM. Por lo tanto, V2 (x'ji)
 

esto asociada con la variaci'i entre elementos en la i-'sima UPM. V2 (xiji)
 

es una variable aleatoria con M valores en el conjunto, uno para cada UPM.
 

Entonces, E1V2(x li)es, por definici6n,
 

M
 
EiV2(xwli ) - E.P(i)V2(xoIi )
 

Es decir, E1V2(xi)es un promedio de M valores de V2 (x li) ponderados 

por P(i), la probabilidad de la i-6sima UPM de ser incluida en la muestra. 

Se dar'n tres ilustraciones de la aplicaci~n del teorema 3.9. En 

cada caso habrt cinco pasos en la determinacion de la variancia de x': 

Paso 1 - Determine E2(x~ji) 

Paso 2 - Determine V1E2 (xii)
 

Paso 3 - Determine V2 (x' i)
 

Paso 4 - Determine E1V2 (xi l i)
 

Paso 5 - Combine los resultados de lospasos 2:y 4.
 

Ilustraci6n 3.15. Esta es una ilustraci6n.,sencilla, escogida porque
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el resultado ya,aPareci6,enyrrafosantriores y porque no involucra
 

una combinaci6n lineal de variables-aleatorias. ,Suponga que x, en el
 

teorema 3.9 es simplemente,la variablelaeatoria X,,donde X tiene la
 

misma probabilidad de tomar cialquiera de los valores X.. en el conjunto
13
 

de N EN. Sabemos que la variancia de X puede expresarse como sigue:
 ii
 

v(XIO) = E.(x..

V ) x.) 2 (3.39)


ij
 

En el caso de muestreo en dos etapas,. un metodo equivalente de se­

leccionar un valor de X es seleccionar primero una UPM y luego seleccionar
I1
 

un elemento dentro de la UPM, con la condicion P(ij) = P(i)P(j Ii) - N 
N 1 

sta condicion se satisface si se toma Pi) = y P(jli) = .. Ahora 
Nx
 

queremos encontrar V(X) mediante el uso del teorema S.9 y verificar el
 

resultado con la ecuaci6n (3.39).
 

Paso 1. De las especificaciones para la selecci6n aleatoria, sabe­

mos que E2 (x ]iji) Xe.
= Entonces, 

Paso 2. VE2(x-]i) = VI(Xi.). Sabemos que Xi es una variable alea-

N.
 
toria que tiene probabilidad -- de tomar el i-esimo valor en el conjunto


N
 
"
 X10 "." X14 , Entonces, por definici'n de la variancia de una variable
 

aleatoria,
 
MN.
 

V E(x'{i) = ( - R..) (3.40) 

m 
donde 
 EX.


M N. ..
 
=E-X
 

e- N NK 

Paso 3. Por definici6n,
 

I­

13 "N.1
 



, Puesto: que cada valor[deV (xl ) ti.ene probabilidad 
2J 

EVi)--- x 'N"x..­

12~~~ ~2 N. Ni' 40) i (X (33.1 i 
4
Paso 5. De las ecuaciones (3. Y (34) tenemos
 

SM 
 11MN.

V(x) jj{N.(R.- R*)2 + E V1 .- )21 (3.42)N 1 3.,ii:
 

E1 
hecho de que las ecuaciones (3.42) y (3.39) coinciden es veri­

ficado haciendo uso de la ecuaci6n (1.10) del capftulo I.
 

uracin3. .
 Determine la variancia.del estimador x' dado
 

por ia ecuacion (3.32), suponiendo muestreo aleatorjo simple en ambas
 

etpas de muestreo.
 

"Paso 1. -s aplicable el teorema 3.7. Es ,ecir,'
 

•mn ,- N ., :
 
EE-e--X.'Iii
 

lo que quiere decir "sume los valores-esperados condicionales de cada
 

uno,dalos ,n triinos de la ecuaci6n '(3.33)".,
 

Con respecto a cualquiera de los tgrminos de la ecuaci~n (3.33),
 

la esperanza condicional es
 

E2 {n(MN.M rn"i)n ij MXm )x1 m M~mni i- m ,.
 
Port10 0 1
_';Pon.lo tanto, 

mn. X
 
E2(x'li) i i
=IM 


S1 n n . " -( 3.43 ) :,,
 

Con referencia a (3.43) y sumando con respecto a J, tenemos
 

Fr,-C -l i (.i nn.' n s r..m n..­

la) 4Y sel reduce,'a"... 



,05' 

E2(x. 
2 

i) Mm"E 

. (3.44) 

Paso 2. Determine V E 
1 V(xii). E s 

sencillo, porque 

m 
EX. 
1 '* 

. - en 

la ecuacird(3.44) es el prome4*o de una muestra aleatoria de tamafio m
 

del conjunto de 	totales de las UPM, X1, ..., XM . Por lo tanto,
 

02
 

V1 E2(xji) M2(M-r) b1 	 (345) 

donde 	 M M
 
E(Xi. .)2 zx.
'
 

02 i . 1

b M
 

En el sub~ndice 	de 02 la "b" representa la variancia entre UPM, y el
 

subsub~ndice '' distingue esta variancia de las variancias entre UPM
 

en las ilustraciones posteriores.
 

Paso 3. La determinacion de V2 (x'ji) es mis complicada, porque hay
 

que derivar la variancia condicional de una combinaci6n lineal de varia­

bles aleatorias. Sin embargo, esto es anglogo al uso del teorema 3.5
 

para encontrar la variancia de una combinacion lineal de variables alea­

torias. El teorema 3.5 es aplicable, excepto que V(uli) reemplaza a V(u),
 

y variancia condicional y covariancia condicional reemplazan a las varian­

cias y covarianciAs en la formula para V(u). A medida que se deriva la
 

soluci6n, note que la estrategia consiste en transformar el problema de
 

tal modo que sea posible usar resultados obtenidos anteriormente.
 

Examine el estimador x' de la ecuaci6n (3.33) y determine si existen
 

covariancias, Un elemento seleccionado de una UPM es independiente de un
 

elemento seleccionado de otra; pero dentro de una UPM la situaci6n es la
 

misma que ten~amos al encontrar la variancia del promedio-de una muestra
 

aleaitoria.sim le. Esto*.nos sugiere escribir x'entgrminos de x.
 
p Eub
 

porque los x. son independientes. De manera que empezaremos oen'
 

http:ecuacird(3.44
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Wm=- N.x. 
m 	 Iii
 

Entonces-,, 
-V2(x :iL=;2{( M, Nxi)li 

Ya que& los x. son inidependientes, 

V(x 3 iV2 2(N " i)
2 


y, ya que N. es constante con respecto a la variancia condicional,
1
 

M2 M 
v2(x1 ji) = N (3.46);2 	NV^;, Ii)
2 	 2.1
 

Puesto que el muestreo dentro de cada UPM es muestreo aleatorio simple,
 

N.-n. a?
 
( i. li) 12 

1 1 
(3.47) 

donde 
N. 1 

1j i" 

7Paso 4. Despugs de substituir la ecuaci6n (3.47) en la ecuacion
 

(3.46) y aplicar el teorema 3.3, tenemos
 

2
S 	 .= m N.- n. a. 
E ZE {N. ­
; 1( 1 1 n 

Tuesto que'la primera etapa del-muestreo era muestreo aleatorio simple, 

y'cada-UPM~tenfa la misma probabilidad de estar en la muestra, 

2
N.- n. u M N.-'n. aT"
 
EN2(
I i 	{N I f' .i N. 1-nl" - n. 


Par 	lo tanto,
 

w = EN2(,n :).I(.8;(x.i ) 


Paso :5. -Laoinbinaci6ni'AdAlas ecu'ciones (3.48) y,(3;45)::da'el,
 

resulta'dov:"
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C2
 
.m2(M~ b l M, N. n.a.
 

M .2 in1 - (3.49) 
3l 1 

Ilustraci6n 3.17. Las especificaciones del muestreo son: (1)"en
 

la primera etapa seleccione m UPM con reposici6n y con probabilidades

N.
 

P(i) = y (2) en la segunda etapa sele'ccione una muesdtra aleatoria 

simple de n elementos de cada una de las m UPM seleccionadas en la pri­

mera etapa. Esto darg una muestra de n = mn elementos. Encuentre la
 

variancia del dstimador del total de la poblacion.
 

Es necesario cambiar el estimador, porque las UPM no fueron selec­

cionadas con probabilidades iguales. Los valores en la muestra tienen
 

que ser ponderados por las reciprocas (los inversos) de sus respvctivas
 

probabilidades de selecci6n, para que el estimador resulte insesgado.
 

Sean
 
P'(ij) la probabilidad de que elemento ij est en la muestra,
 

P'(i) la probabilidad de que la i-9sima UPM estg en la muestra
 

(vea la nota que sigue), y
 

P'(jli) 	la probabilidad condicional de ser seleccionado el j-6simo
 

elemento, dado que la i-esima UPM ya estg en la muestra.
 
N.
 

Nota: (Segan las especificaciones del muestreo, P'(i) = 1, lo que in­

dica que la i-esima UPM puede aparecer en una muestra m~s de una vez, y
 

se cuenta cada vez que aparezca. Es decir, si la i-esima UPM es selec­

cionada m9s de una vez, se selecciona una muestra de n dentro de la
 

i-esima UPM cada vez que ella sea seleccionada.)
 

Por substituci6n,
 

N. - m n (3.50) 
P-(ij) (m i ). = -. N 

La ecuaci6n (3.50) quiere decir que cada elemento tiene la misma probabi­

lidad de estai en Ia muestra. Por consiguiente, el, estimaidor es muy
 

simple:
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,'X' = N mn 

Ex'. 
 351) 

Ejercicio 3.18. Demuestre que x" de la ecuaci6n (3.51) es un .c 

ador insesgado del: total de la poblaci6n. 

Al buscarV(n), nuestro primer.paso fue determinar E2(x'i) 

Paso 1. Por definicion, 

-mn 

Puesto que i es constante con respecto a E2 ,
 

mn

E22 (xIi) =3.-E
 2(x i) (3.52) 

.mnij 


Se deja como ejercicio el pasaje de la ecuacion (3.52) al resultado
 

siguiente:
 

E'(x-i) E (3.53) 
2 m i. 

Paso 2. De la ecuaci6n (3.53) tenemos
 

Nm.
V1
E2 (xIi) = Vl(1 E.
 

1
 

Ya que Ids X son independientes,
 

N2 m-


v E2 Xli) 2 EV (Xi 

A causa 'de quela primera etapa,de muestreo es con probabilidades .pro­

porcionales a losN: -ycon reposici6n,. 

M N. 
WV(Cx.) = - R .- j ".)2 (3.54)
N
1 j 1 

Sea
 

. •b
 

Eneonces, . "N• 


1n .2 ,5 G 
2 (. 
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Ejerclcio '3.19. Dleiuestre que E y lo que indica que es 

apropiado usar X en la ecuaci6n (3.54). 

Paso 3. Para determinar V(xli), primero escriba el estimador com 

Nm 

x Ex. (3.56)m11 

Entonces, ya que los xi. son independientes,
 

1*
 

i.
v xN2m 


y 
a
N.- ; ? 

v2 (. )­

donde N
 
( i - ) 2a2.	 r .1i 


J ".2(Xi-i
 

Por lo tanto,
 

.
 
N2 m 	N.- n a


V2 (x'Ii) = m2 E 

N. m N.-n
 
Paso 4. E1 V2 (x ' l i) - N
Nrlm -.­

1 2 n 1 1 13 

N. 
Puesto que la probarilidad de V2 (xWi) es ­

"V N2 1 m M N. N.- n
 

fl 12. 1
 

que se reduce a
 

(x..i) N2 M N. N. n 
._ 	 EI-N TN._- 1 a (3.57)
m; i 	 N 

Paso 	5. Alcombinar (3.55) 7 (3.57) tenemos el resultado:
 

02 
2b 2 1,NN­V(x") = N2 { m -: N.N.- 1,. 	 (3.58)3.8 

N.
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ICAPITULO JV. -ULA DiSTRIBUCION.DE UN ESTIMADOR
 

4.1 PROPIEDADES DE MUESTRAS ALEATORIAS SIMPLES
 
:i~bucionde un estimadore una b ... 

d t r es na base principal para juzgar 

la exactitud de una estimacionbasada en una encuesta-por muestreo. Se
 

refiere a todas las posibles estimaciones que podrIan ocurrir en la re­

petici6n continua de un plan de muestreo y estimador (metodo de estima­

cidn) prescritos. Gracias a la teorla y la comprobaci6n empfrica de la
 

teorla, no es necesario generar fisicamente la distribuci6n de un esti­

mador mediante la seleccion de muchasmuestras y la preparaci6n de una
 

estimacion de cada una. Sin embargo, con el fin de poseer una distribu­

ci6n tangible de un estimador que sirva de base para discusi6n, hemos
 

preparado una ilustraci6n.
 

Ilustraci6n 4.1. Considere muestras aleatorias simples de 4 toma­

das de una poblaci6n supuesta de 8 elementos. Hay ,!N! =- = 70 

muestras posiblds. En la tabla 4.1 se indican los valores de todas las 

70 muestras de cuatro elementos. Primero se ordenaron las 70 muestras
 

don el fin de facilitar el apunte correcto de todas. Se calcul6 el pro­

medio, x, de cada muestra y las muestras se ordenaron de acuerdo con
 

los valores de x para su presentaci6n en la tabla 4.1. La distribucion
 

de x la forman los 70 valores de x mostrados en la tabla, y cada uno de
 

los 70 valores de x tiene la misma probabilidad de ser la estimaci6n de
 

una muestra aleatoria simple. Estos 70 valores se han arreglado como una
 

distribuci6n de frecuencias en la tabla 4.2.
 

Como fue explicado anteriormente, una de las propiedades del mues­

treo aleatorio simple es la de que la media muestral es un estimador in­

sesgado del promedio de la poblaci6n; es-decir, E(;) - X. Esto quiere 

decir que la distribuci6n de x esta centrada en X. Si la teorla es 
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Tabla 4.1. - Muestras.de 4 elementOs de una poblaci6n de 8 * 

No. de la Valores de No -de la Valores de s
 
muestra x.1- muestra xi1
 

lc 2,1,6,4 3,25 4,917 66 1,6,8,9 6,00 12,667
 
2 2,1,'4,7 3,50 7,000 37e -1,4,8,11 6,00 19,333
 
3 2,1,4,8 3,75 9,583 38e 2,6,8,9 6,25 9,583

4 2,1,6,7 4,00 8,667 39e 2,4,8,11 6,25 16,250

5 2,1,4,9 4,00 12,667 40e 1,6,7,11 6,25 16,917
 

6 2,1,6,8 4,25 10,917 41e 1,4,11,9 6,25 20,917

7 2,1,6,9 4,50 13,667 42 1,7,8,9 6,25 12,917
 
8 2,1,4,11 4,50 20,333 43ce 6,4,7,8 6,25 2,917
 
9ce 2,1,7,8 4,50 12,333 44e 2,6,7,11 6,50 13,667
 
10 1,6,4,7 4,50 7,000 45e 2,4,11,9 6,50 17,667
 
lie 2,1,7,9 4,75 14,917 46 2,7,8,9 6,50 9,667

12 2,6,4,7 4,75 4,917 47e 1,6,8,11 6,50 17,667
 
13 1,6,4,8 4,75 8,917 48e 6,4,7,9 6,50 4,333
 
14 2,1,6,11 5,00 20,667 49e 2,6,8,11 6,75 14,250
 
15e 2,1,8,9 5,00 16,667 50e 1,6,11,9 6,75 18,917
 

16 2,6,4,8 5,00 6,667 51 1,7,8,11 6,75 17,583
 
17 1,6,4,9 5,00 11,337 52e 6,4,8,9 6,75 4,917
 
18e 1,4,7,8 5,00 10,000 53e 2,6,11,9 7,00 15,333
 
19e 2,1,7,11 5,25 21,583 54 2,7,8,11 7,00 14,000
 
20 2,6,4,9 5,25 8,917 55 1,7,11,9 7,00 18,667
 
21e 2,4,7,8 5,25 7,583 56e 6,4,7,11 7,00 8,667
 
22e 1,4,7,9 5,25 12,250 57 4,7,8,9 7,00 4,667
 
23e 2,1,8,11 5,50 23,000 58 2,7,11,9 7,25 14,917
 
24e 2,4,7,9 5,50 9,667 59 1,8,11,9 7,25 18,917
 
25 1,6,4,11 5,50 17,667 60e 6,4,8,11 7,25 8,917
 

26e 1,6,7,8 5,50 9,667 61 2,8,11,9 7,50 15,000
 
27e 1,4,8,9 5,50 13,667 62ce 6,4,11,9 7,50 9,667
 
28ce 2,1,11,9 5,75 24,917 63 6,7,8,9 7,50 1,667
 
29 2,6,4,11 5,75 14,917 64 4,7,8,11 7,50 8,333
 
30e 2,6,7,8 5,75 6,917 65 4,7,11,9 7,75 8,917
 
31e 2,4,8,9 5,75 10,917 66 6,7,8,11 8,00 4,667
 
32e 1,6,7,9 5,75 11,583 67 4,8,11,9 8,00 8,667
 
33e 1,4,7,11 5,75 18,250 68 6,7,11,9 8,25 4,917

34e 2,6,7,9 6,00 8,667 69 6,8,11,9 8,50 4,333

35e 2,4,7,11 6,00 15,333 70c 7,8,11,9 8,75 2,917
 

* Los valores de X para la poblacion de 8 elementos son: X1 = 2, 

X2 6l, X3.. 6, 4, X= 7, X6 - 8, X7 = 11, X8 = 9; X= 6',00; y 

S2
 N-i 
 = 12
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Taba42...DistribucLon en el muestreo.,de
 

'Frecuencia relativa de
 

x 
 Muestreo..aleatorio Muestreo por 
 Muestreo aleatorio
 
simple conglomerados estratificado


.'.(Ilustracion 4.1) (Ilustraci6n 4.2) (Ilustracign 4.2)
 
3,25 1 
 1
 

3,50 1
 

3,75 

4,00 2
 

4,25 1
 
4,50 4 
 1 
 1
 
4,75 3 
 1
 
5,00 5 
 2
 
5,25 4 
 3
 
5,50 5 
 4
 
5,75 6 
 1 
 5
 
6,00 4 
 4
 
6,25 6 
 1 
 5
 
6,50 5 
 4
 
6,75 4 
 3
 
7,00 5 
 2
 
7,25 3 
 1
 
7,50 4 
 1
 
7,75 1
 

8,00 2
 

8,25 1
 

8,50 1

,75 1 ,I 1 


Total 
 70 
 6 
 36
 

Valor esperado" 

dex.6...9.... ..... 6, 6,00 
 6,00
 
Variancia de x... 
1,50 
 3,29 
 0,49
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correcta, el promedio de x para las .70muestras, todas ,con igual proba­

bijidad de-aparecer, debe ser igual al promedio de-la poblaci'n, 6,00.
 

El promedio de las 70 muestras st es igual a 6,00.'
 

De la teorla de valores esperados, tambien sabemos que la variancia
 

de x estl dada por
 

S2 
 N-n(S2
-jj(-)(4.1)
 
x 

donde 	 N
 
Z(X.- R)2
 

N-1
 

Con referencia a la ilustracion 4.1 y a la tabla 4.1, S2 = 12,00, y 

. 8-4 12 = 1,5. La formula (4.1) puede verificarse mediante el cgl­

culo de la variancia entre los 70 valores de x como sigue:
 

(3,25 - 6,00)2 + (3,50 - 6,00)2 +...+ (8,75 - 6,00)2
 
1,5
70 


Puesto que S2 es un pargmetro de la poblaci6n, generalmente es des­

,
conocido. Afortunadamente, como dijimos en el capitulo III, E(s2) = S2


donde
 
n
 
E(xi- j)2
 

S2 = 
i 
 n­
n-i
 

En la tabla 4.1 se incluye el valor de s2 para cada una de las 70 mues­

tras; el promedio de los 70 valores de s2 es igual a S2. El hecho de que
 

E(s2) = S2 es otra propiedad importante de las muestras aleatorias simples,
 

En Ia pr~ctica, s2 se usa como un estimador de S2 . Es decir,
 

s2 =N-n s2
 

x- N'n 

es un estimador insesgado de la variancia de x. 

En sintesis,'acabamos de verificar tres propiedades importantes de
 

las muestras aleatorias simples:
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(2) S_ 

El error estgndar de x, _, 
es una medida de cuanto varTa x corirespecto
 
x
 

a Xien.muestreos repetidos. Incidentalmente, note que a ecuacion (4.)
 

muestra c~mo.se relaciona la variancia de x con el tamafio de la muestra.
 

Ahora tenemos que considerar la forma o configuraci6n de ,la distribucion
 

de x. 

Definici6n 4.1. La distribuci'n de un estimador a menudo se llama
 

"distribuciSn en el muestreo". 
 Se refiere a la distribuci6n de todos los
 

valores posibles de un estimador que pudieran ocurrir bajo un plan pre­

scrito de muestreo.
 

4.2 FORMA:DE LA DISTRIBUCION EN EL MUESTREO
 

En relacign con el muestreo aleatorio hay gran cantidad de litera­

tura sobre la distrib,,cion de estimadores, pero no trataremos de hacer
 

una revisi6n de ella. En la prgctica, la distribuci6n generalmente se
 

acepta'como normal (yea la figura 4.1), 
salvo que sea "pequeo" el ta­

maio. de la muestra. La teor~a y los ensayos emp~ricos demuestran que 

la distribuci6n de un estimador se acerca-r~pidamente a la distribuci6n 

normal a medida que aumenta el tamafio de la. muestra. La proximidad que 

tiene la distribuci'n de un estimador a la distribucian normal depende 

de (1) la distribuci6n de X (es decir, la forma de la.distribuci*n de 

frecuencias de X en la poblacion que se.muestrea), (2) la forma del 

estimador, (3) el disefio de la muestra y (4) el tamdn-o de la mueslira. No. 

es posible suministrar-unaspocas,gu.as sencillas y precisas para decidii 

cundo el grado de aproximacion es suficientemente bueno. En Ia nra'aticE 



115
 

generalmente es cuesti6n de trabajar como si la distribuci~n delesti­

mador fuera normal, pero tener en mente la posibilidad de que la distri­

buci~n puede diferir considerablemente de la normal cuando la muestra es
 

muy pequefia y la distribuci6n de la poblaci6n es muy asimetrica.
 

Es muy afortunado que la distribuci6n en el muestreo sea aproxima­

damente normal, porque esto da una base para afirmaciones probabilisticas
 

acerca de la precisi&n de un estimador. En cuanto a notaci6n, x' sera
 

la expresi~n general'para representar cualquier estimador y ax. sera el
 

error estfndar de xO.
 

E(x'*)-2 x E(x')-ax . E(x) E(x')+ax, E(x')+2ox ,
 

Fig. 4.1. Distribuci6n (normal) de un estimador
 

La figura 4.1 es una representaci6n grafica de la distribuci'n en
 

el muestreo de un estimador, Es la distribucion normal. En la ecuaci6n
 

matem9tica para la distribuci6n normal de una variable hay dos parfmetros:
 

el valor medio y el error estrndar de la variable.
 

Para una buenadiscusi6n de la distribuci6n de un estimador basado en
 
una muestra, vea el Tomo I, Cap.. 1 de Sample Survey Methods and Theory
 
por Hansen, tHurwitz y Madow. John Wiley & Sons. 1953.
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"5upongaque x 
es un estinador basado en una muestra probabilistica.
 

Las caracteristicas de la distribucion en el muestreo de x' quedan especi­

ficadas por tres cosas: 
(1) el valor esperado de x', E(x), que es el pro­

medio de la distribuci6n, (2) el error est~ndar de x',
as y (3) la supo­

sici6n de que la distribuci6n es normal. 
Si x' tiene distribucion normal,
 

dos tercios de los valores que x' podria tomar se encuentran entre los
 

lmites {E(x') - ax.} y {E(x') + a 
});el 95 por ciento de los posibles 

valores de x' se encuentran entre {(x') - 2ax.} y {E(x') + 2ax.}; y el 

99,7 por ciento de las estimaciones no se apartaran mos de ,3a . de E(x').
 
'x
 

Ejercicio 4.1. Refiriendose a la ilustraci6n 4.1, calcule E(x) 
- a
 

x
 
y E(x) + a . En la tabla 4.2 encuentre la proporci6n de los 70 valores
 
de x que estan entre E(x) a _y E(x) + a . JC6mo cmpara esta propor­

x 
 x
 
ci6n con la esperada, suponiendo que la distribuci6n en el muestreo de x
 

es normal? 
No se espera que la aproximaci6n a la normal sea muy cercana,
 

debido al tamafio peq'uefio de la poblaci6n y de la muestra. 
Tambien calcu­

le E(x) - 2a_ y E(x) + 2a y determine la proporci6n de los 70 valores de
 
x K
 

x que se encuentran entre estos dos l~hites.
 

4.3 DISERO DE MUESTRAS
 

Hay muchos metodus para el disefio y selecci6n de muestras y para hacer
 

estimaciones basadasren muestras. 
Cada metodo de'muestreo y cada estimador
 

tiene una distribuci~n en el'muestre6. 
Puesto que la "distribucionen el
 

muestrea se sup.n 
normal, la comparaci6n"entre metodos alternativos se
 

hace en terminos .de E(x") y a_.u.-(o
x a2x.).
 

En el caso del muestreo aleatorio.simple,.hemos visto:que, parauna 

muestrA de n, toda posiblecombinaci6n de n elementosi tiene la misma pro­

'babilidad de ser la muestra seleccionada. Ai2unaB d 
 y.n,41,1. 
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comb3nac3ones (muestras) son mucho1meores que otras. Es posble itr6­

ducir restricciones:en Al.muestreo paraqueciertas combinaciones no pue­

dan aparecer,.a para que IClertas :CombinAcionies tengan mayor probabilda 

de ocurrir que otras. Esto se puede hacer sin instroducir sesgo en el 

estimador x. y sin perder la base para la estimaci6nde a.- . La dis­
x 

cusi6n de disefios particulares de muestras no es prop'sito principal de
 

estecapftulo; sin embargo;se usarfn--unas pocas ilustraciones sencillas
 

pars introducir el tema de disefio y para ayudar a desarrollar conceptos
 

de variaci6n en el muestreo.
 

Ilustraci~n 4.2. Suponga que la poblacion de 8 elementos usada en
 

la tabla-4.1 se arregla de modo que se componga de cuatro unidades de
 

muestreo como sigue:
 

Unidad de muestreo Elementos Valores de X Total de la unidad
 

1 1 y 21 XI= 2, X2= 1 3
 

2 3 y 4 X3= 6, Xff 4 10
 

5 y 6 X5= 7, X6- 8 15
 

4 7 y 8 x7= 11, x8= 9 20
 

Para fines de muestreo, la poblaci6n ahora se compone de cuatro
 

unidades de muestreo en vez de ocho elementos. Si seleccionamos una
 

muestra aleatoria simple de dos unidades de muestreo de la poblaci'n de
 

cuatro unidades de muestreo, es obvio que es aplicable la teorfa de mues­

treo pra el muestreo aleatorio simple. Esta ilustraci6n-destaca la'im­

portafcia de hacer una Clara distinci6n entre las unidades de muestreo
 

y los elementos a los'que corresponden las mediciones. Una unidad de
 

muestreocorresponde a una selecci6n aleatoria y la variaci6n entre uni­

dades de .muestreo (selecciones aleatorias) es lo que determina el error
 

de muestreo de un estimador. Cuando las unidades de muestreo se componen
 

d de un 
elemento, el muestreo comnmente se llama "muestreoopor
 



conglomerados", porque,los-elementos en una unidad,de muestreo general­

mente se encuentran juntos geograficamente. .:En el caso,de una muestra.
 

jaleatoria simple de 2 unidades ,de muestreo, la .variancia,de x (donde X
 
C 

es la media ,muestral por unidad de muestreo) es
 

_S2
 

ig2 
 ,*N-n(. -13,17
 

x 

donde
 
158
S 4, n.=2 S (3 12)2+(1O-12)+(1512)2+(2°02) 


c 3 3 

En vez del promedio por unidad de muestreo, probablemente estaremos ms 
x 

interesados en el promedio por elemento, que es x - c , porque hay dos 

elementos en cada unidad de muestreo. La variancia de x es la cuarta 

- .. . -. 13,17parte'de la variancia de x " Entonces, Ia variancia de x es = 3,29.
C 4 

Hay solamente seis muestras aleatorias posibles, como sigue: 

Media muestral por s2 

Unidades ,demuestreo unidad de muestreo c 

1y 2 6,5 24,5
 

.I y 3 9,0 72,0
 

•1y 4 11,5 144,5
 

2 y 3 12,5 12,5
 

2 y 4 15,0 50,0
 

3 y 4 17,5 12,5
 

n 
E(x.'- ) 

donde,s2. 1 n-l' ! x •es el total. de la .i-sima unidad de muestreo. 

t.Tenga la'seguridad de notar que S2 (que es la estimaci6n.de S2 hecha.de 
CC 

la muestra) es la variancia entre unidades de muestreo en lamuestra y 

no la variancia entre elementos individuales en la muestra. De la lista 

de seis muestras esfacil verificar que x es un estimador insesgado :del 

promedio de la poblacion por unidad de muestreo y que e2 es un estimador 
.C
 

insesgado de.13,17, la variancia entre las 4 unidades de muestreo en la.
 

http:hecha.de
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poblacfi6n. Timbign la variancia entre los seis valores de x es 
13,17,
 
9 -- 4',
 

lo queesta de acuerdo con la f6rmula.
 

Las seis muestras conglomeradas posibles se encuentran entre las
 

70 muestras de la tabla 4.1. 
Los n6meros que las identifican en la lista
 

son 1, 9, 28, 43, 62 y 70. 
 Una "c" sigue a cada uno de'estos n~meros. La
 

distribuci6n en el muestreo para las seis muestras aparece en la tabla
 

4.2, lo que,permite una comparaci6n con la distribucion correspondiente
 

al muestreo aleatorio simple. La comparaci6n muestra que la selecci6n
 

aleatoria entre estas seis es menos deseable que la seleccion aleatoria
 

entre las 70. Por ejemplo, la probabilidad de ocurrencia de uno de los
 

promedios extremos (3,25 0 8,75) es . en el caso de muestreo por conglo­
1
 3
 

irados y de s'lo cuando se selecciona una muestra aleatoria simple
1.rado
 

de cuatro elementos. En esta ilustracion, la restricci6n en el muestreo
 

(la conglomeraci6n o agrupamiento de elementos) aumentS la variancia de
 

la muestra, de 1,5 hasta 3,29.
 

Es importante notar que la variancia media entre elementos dentro
 

de los cuatro conglomerados o grupos es solamente 1,25. (Los estudiantes
 

deben calcular la variancia de cada grupo para verificar este resultado.)
 

Este valor es mucho menor que 12,00, la variancia entre los 8 elementos
 

de la poblacion. En realidad, la variancia entre elementos dentro de
 

conglomerados es usualmente menor que la variancia entre todos los ele­

mentos de la'poblaci6n, porque los conglomerados (unidades de muestreo)
 

usualmente se componen de elementos que estfn juntos, por lo que general­

mente tienen -una tendencia de ser parecidos. 

Eercicio 4.2. En la ilustraci~n 4.2,'si la variancia media entre
 

elementos dentro de'conglomerados hubiera sido mayor 'que_-2,00, la varian­

cia en el caso de muestreo par conglomerados habi'a sido menor que la va­

riancia de una muestra aleatoria simple de elementos., Repita'lo que se
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hoen-la.ilustracion 4 usando coma unidades de me l colo­

merados formados por los elementos ly6,2 y , 3 y 8, y d7
Estudie
 

los"resultados.
 

Ilustraci~n 4.3. 
Quiz' el m6todo m's com'n de muestreoes el que
 

se basa en la asignaci~n de 'unidades de muestreo de una'poblacion a gru­

poS llamados "estratoS", de cada uno de los cuales se saca una muestra
 

aleatoria simple. 
Suponga que la poblacion usada en la ilustraci'n 4.1
 

se divide entre dos estratos, como sigue:
 

Estrato 1: X . 2, x - 1, X3 - 6, X 4
1 2X-, 3 =6, 4 4
 
Estrato 2: X w 7, X6 = 8, X7 - 11, X8 - 9
 

El plan de muestreo consiste en seleccionar de cada estrato una muestra
 

aleatoria simple de dos elementos. Hay 36 muestras posibles de 4, dos
 

de cada estrato. Estas 36 muestras se identifican en la tabla 4.1 con
 

una "e" despues del n9mero de la muestra para facilitar su comparaci6n
 

con las 70 muestras aleatorias simples y con las seis muestras de con­

glomerados. Vea tambign la tabla 4.2.
 

Considere la variancia de x. Podemos escribir
 

x1+ x2
 
2
 

en donde 1 es la media muestral del estrato.1 y x es la media muestral
 

correspondiente al estrato 2., Segdnel tiorema 3.5,
 

S2 ()(S2+ S2 + 2S)
 
, X 
 2 1 2 

Sabemos que la covariancia, S 
 , es cero, porque el muestreo de un es­

trato es independiente del muestreo del otro estrato. Y, ya que la muestra
 

dentro de cada estrato es una muestra aleatoria simple,
 

N- n1 S2
 
.- _::N(iji 

x 1, 1
1
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N1 

donde Z( R ) 
S2. 

El sub~ndice "1" se refiere al estrato 1. S2 es,.de la pisia forma que 
x2 
2
S2...;.Por..lo tanto , . 

S2 S21 N n N- n 


S2 V " I.1 . 2 ,2 L
1N .1 (1+2.(2)
 
x 1. 1 2 2
 

Puesto que
 

N1 - n N2 -n 2 	 1
 

2 n 2 m2,
N1 N2 yn 1 


1S2 + S2 , ,
 

1 1 2 1(4,92,+ 2,92 0,49

2 2 8% 2 
x 

La variancia, 0,49,.es comparable con 1,5 en la ilustraci'n 4.1 y con
 

3,29 en la ilustraci'n 4.2.
 

En la ilustraci~n 4.2, las unidades de muestreo eran grupos de dos
 

elementos y la variancia entre estos grupos (unidades de muestreo) apa­

reci6 en la f6rmula para la variancia de x. En la ilustraci'n 4.3, cada
 

elemento era una unidad de muestreo, pero el procedimiento de selecci6n
 

(aleatorizaci6n) fue restringido a tomar un estrato (subconjunto) a la
 

vez, de manera que la variancia fue determinada por la variabilidad den­

tro de los estratos. A medida que estudie planes de muestreo, f6rmese
 

imagenes mentales de la variaci6n de la que depende el error de muestreo.
 

Con la experiencia y los conocimientos acumulados acerca de los tipos de
 

variaci6n que aparecen en distintas poblaciones, uno se hace experto en
 

juzgar la eficiencia de planes alternativos de muestreo en relacion con
 

los,objetivos especificos de una encuesta.
 

.Si la poblaci~n y.las muestras en las ilustraciones citadas hubieran 

sido m~s.grandes, las distribuciones de la tabla 4.2 habr~an sido aproxi, 

madamente, normales. , As .es..que, puesto que- la forma de la distribuci6n. 

http:0,49,.es
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de un estimador derivad de. una.encuesta por muestreo probabil~stico se 

'acepta como-.nbrmal,' solo dos atributos tienen'que ser evaluados; a saber, 

su valor esperado,y su variancia.
 

En las ilustraciones dadas,- se supusieron condiciones.ideales. :Tales 

condiciones no existen en el"iundo.reali de manera rque la teorla tiene 

que extenderse para que se cuadre: ms exactamente' co'n la6"condicioneS
 

existentes. Ray varias fuentes de error o variacion que han de evaluarse.
 

La naturaleza de la relaci6nentre la teorla y la prgdtica es un factor
 

principal entre los que gobiernan la tasa de progreso en el mejoramiento
 

de la exactitud de los resultados de las encuestas.
 

Ahora extenderemos los conceptos de error hacia planteamientos m~s
 

pr~cticbs.
 

4.4 ERROR DE RESPUESTA 

HSasta
iahora hemos hablado del muestreo bajo la Suposici6nimplcita
 

de que se "obtuvieran medidas de todos 16s n elementos en una muestra y
 

que la medida"de cada elemento sea sin errbr.-' Ningunade las dos supo­

siciones cuadra exactamente con :el mundo real. LExistenerrores'de varias 

ase. Por ejemplo, en una encuesta de fincas, se define "finca", pero 

la aplicaci6n de'la definici6n "involucra cierto grado de ambigUedad
 

'
 con respecto a 'sicieras'explotaciones satisfacen o no la'definici6n..­

0'dos personas podrin tendr inters en -la,7misma parcela, dando lugar a
 

laposibilidad de que la parcela- se' cuente .dbs veces (incluida como parte 

de dos fincas) o podra omitirse"del todo. 

-En, parte con el prop6sito de enfatizar"que el,erroren una estima-,' 

cion e'smas que una cuesti nde"'muestreo los:I'oestadsticos "a'menudo ca­
sifican las muchas,fuenteshdeerror entre dos clases generales:..(1)errores
 

'
 demusotreO, que son los asociados con el hecho de que se' tienenvmed i s
.d 




123 

de una muestra de.elementos en vez de.medidas de,todos los elementoo de 

la poblaci6n y (2)errores ajenos al muestreo ­ los que ocurren ya sea
 

que se aplique muestreo o no. Los modelos matemgticos de error pueden
 

ser muy complejos cuando incluyen un t~rmino para cada una de las muchas
 

fuentes de error e intentan representar exactamente el mundo real. Pero
 

no siempre son necesarios modelos de error complicados; su uso depende
 

de los propositos.
 

Para fines de explicaci6n, usaremos dos modelos muy simplificados
 

de error de respuesta. Esto introducirs el tema de error de respuesta
 

y darg algunos indicios sobre la naturaleza del efecto del error de res­

puesta sobre la distribuci6n de un estimador. Por simplicidad, supondre­

mos que se obtiene una medida para cada elemento en una muestra aleatoria
 

y que no existe ninguna ambigUedad respecto a la identidad o definici6n
 

de un elemento. Ast estaremos considerando el error de muestreo y el
 

error de respuesta simultgneamente.
 

lustraci'n 4.4. 
 Sean T1, ..., TN los "valores verdaderos" de al­

guna variable para los N elementos de una poblaci6n. La menci6n de valo­

res verdaderos origina varias preguntas sobre la naturaleza de un valor
 

verdadero. Por ejemplo, Icu'l es su peso verdadero? JC'Mo definirla el
 

peso verdadero de una persona? No entraremos en el problems de definir
 

valores verdaderos; nos limitaremos a suponer que existen valores verda­

deros de acuerdo con alguna definicion pr'ctica. Al intentar averiguar 

T., podria obtenersp algdn valor distinto. Denotemos con X. el valor 

realmente obtenido. La diferencia, ei = Xi - Ti, es el error de respuesta 

correspondiente al iresimo elemento. Si la variable es, por ejemplo, el
 

peso de una persona, el peso X. observado para la i-Ssima persona depende
 

de c~mo y cufndose realice la:medici6n. Sin embargo, por simplificar,
 

supongaque el valor obtenido sea siempre Xi, sin importar las condiciones
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en' que se realice la'medicin. En otras palabras, suponga que el error 

de respuesta, e. del. i--sizamo elemento sea constante. Eneste caso hi­

potetico; realmente estamos muestreano'un conjinto de valores pobla­

cionalesXl, ... ,X 1 , 'en vez de un conjunto de valores verdaderos, T, 

N 

iEn
las 6ondici6nes citadas la teorla de muestreo es aplicable 

exactamente al conjunto de valores poblacionales X1, ... , XN . Si se 

selecciona una muestra'aleatoria simple de elementos y se obtienen 

medidas'de"todos los-elementos en la muestra, entonces E(x) fX. Es 

'dicir,si el propo8sito del muestreo es estimar X, el estimador es 

insesgado; pero si el prop6sito es estimar 

N 
ZT.
 

-= 1. 
TN
 

el estimador es sesgado, salvo que T sea igual a X. La cantidad 

R,- T se denomina "sesgo de respuesta". 

El error de respuesta, ei Xi - Ti puede escribirse asT: 

X.1 T. + 1 e.1 (4.2) 

Entonces, en el caso de una muestra aleatoria simple,
 

n n 
- Ex. E(t. + e.) 

n n 

Por 1o tanto,
 

De la-teorla de valores esperados tenemos
 

E(X) E(t) + E(;) 

Puesto que E(x) X y E(t) = T, s~guese que 

d +e(e)'qu 

De modo que xes un estimador sesgado de T salvo que H(e) =0, donde'.
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N
 
Ee. 

E(e) = N Es decir, E(e) es el promedio de ios eirrores de respuesta,
 

e., de toda la poblaci6n.
 

En el caso de muestreo aleatoriosimple', 1avaiancia,de"x es:
 

N.
 
S2 i R2
 

S2 N-n( X donde S2
 

X N-i
 

Que efecto tiene el error de respuesta sobre la variancia de X y la de x? 

Ya hemos dicho que el valor observado del i-simo elemento es igual a su 

valor verdadero ms un error de respuesta; es decir, X. = T. + e.~1 1 1
 

Suponiendo muestreo aleatorio, Ti y ei son variables aleatorias. Podemos
 

usar el teorema 3.5 del capTtulo III y escribir
 

S2 = S2+ S2 + 2S (4.3)

X T e T,e(43
 

donde S2 es la variancia de X, S2 es la variancia de T, S2 es 
la variancia
X T e 

de e y ST,e es la covariancia entre T ' e. Los t~rminos del segundo miem­

bro de la ecuaci6n (4.3) no pueden ser evaluados sin datos correspondientes 

a Xi y Ti, pero la ecuaci6n sT muestra c6mo el error de respuesta afecta 

la variancia de X y, en consecuencia, la de x. 

Como un ejemplo.numerico, suponga una poblaci6n de 5 elementos y los 

siguientes valores de T y de X: 

T.1 X.1 e.1
 

23 26 3
 

13 12 -1
 

17 23 6
 

25 25 0
 

7 9 2
 

Promedio 17 19 2
 

Quizg los estudiantes quieran verificar los siguientes resultados, espe­

cialmente parala variancia de.e y la covariancia entreT y e:
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S 62,5 S2 540 S2 -.7,5. 
 S -05 

T : i,r ee Ti ' --

Como verificaci6n de la ecuac"6n (4.3) 
tenemos
 

62,5 = 54,0.+,.7,5 +2(0,,5)-.
 

De datos de una muestra.aleatoria simple se calcularia
 
n
 
Eax.- R)2
 

S1 n- y se usarla - ( - como una estimaci6n de la variancia
 
x
 

de x. Es claro que s2 es un estimador insesgado de S2 en vez de S2
 

x x T
 
y que el impacto de variacion en e. estl incluido en s2?
1 x 

Para resurmir, el error de respuesta caus6 un sesgo en x como una
 

estimaci6n de T que era igual a X- T. Adem~s, era una fuente de va­

riaci6n incluida en el error est~ndar de x. Para evaluar el sesgo y
 

la variancia que sean atribuibles al error de respuesta, es necesario
 

tener informaci'n sobre X. y Ti ..
 

Ilustraci6n 4.5. En este caso, suponemos que el error de res­

puesta para un elemento dado no esconstante. 
Es decir, si un elemento
 

se midiera en varias ocasiones, los valores observados para el i-esimo
 

elemento podrTan variar aunque el valor verdadero, Ti, quedara sin cambio.
 

Sea el modelo de error
 

X.. = T. + e.13 1 13 
donde X.. es el valor observado de X para el i-esimo elemento cuando
 

13 

la observacion se toma en una ocasi6n particular, j;
 

T. es el valor verdadero de X para el i-esimo elemento; y
 

e" es el error de respuesta para el i-gsimo eletnento en una
 

ocasi'n particular, j.
 

Suponga, para cualquier elemento dado, que el'error de respuesta, e .,
 

es una variable aleatoria. Podemos tomar 
6*4 ice+ ei., donde es
 

el valor medio de e para una fc,
, 1 fIa e e (e . Estopa. .una;1 . es eIr -i . 
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separa el errorl de respuest en-'dos componentes: uno' onstante, ,
 

uno variable, e. Por'definicibn elv alor esperado,,de e...es cero,
 
_13
 

para cualquier elemento dado. 
 Eso es, E(e. ji) - 0. 
13
 

modelo se vuelvE
Substituyendo~e +.e. por 'e,.el 

i. e.i+ (4.4)
 

ij = " +ij
 

El modelo, ecuaci'n (4.4), ahora estg en forma adecuada para campararse
 

con el modelo en la ilustracion 4.4. En la ecuaci6n (4.4), ei, tal como
 

e. en la ecuaci6n (4.2), es constante para un elemento dado. 
Por esto,
 

los dos modelos son parecidos, excepto el t6rmino adicional, eij , en la
 

ecuaci6n (4.4), que permite considerar la posibilidad de que el error de
 

respuesta para el i-esimo elemento no sea constante.
 

Suponga una muestra aleatoria simple de n elementos y una observa­

cion para cada elemento. Del modelo dado por la ecuacion (4.4) ya pode­

mos.-escribir la media muestral como sigue:
 

Zt. E;. Ee..
 
1 3. 1 1 x =-- + 
n n n
 

La suma con respecto a j no es necesaria, porque hay una sola obser­

vacion para cada elemento en la muestra. En las condiciones especifica­

das, el valor esperado de x puede expresarse como sigue:
 

E()=T+e
 

donde N 
 N
ZT. e
 
i . .1
 

T 1N 
 - 1 

La variancia de x es complicada, salvo que se supongan ciertas con­

diciones adicionales. 
Suponga que todos los t~rminos de covariancia sean
 

iguales a cero. 
Tambien, suponga que la variancia condicional de e.. sea
 

Constante para todos los valores de i; es decir, que sea V(ei ji) S2
 m 

13 e
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,Entoncesi la ivariancia de.x~es, 

S2 S2 

N n + N n 
x 

donde N N 

S 
S 

E(T-.T,)
1 

N-
$2u 
S 

Z(e.- ;)2 
3. 1 

N-i y S2 es la variancia condi­
e•
e
e
 

cional de ei.; es decir, V(e ijji). En este modelo, la'variancia de x 

no disminuye a cero a medida que n + N. Sin embargo, suponiendo que N
S2
 

e
 
sea grande, la variancia de x, que se vuelve - , probablemente sea
 

despreciable.
 

Definici'n 4.2. Error cuadratico medio. 
En terminos de la teorla
 

de valores esperados, el error cuadr~tico medio de un estimador x' es
 

E(xo - T)2, donde T es el valor verdadero que se desea estimar. 
Es facil
 

demostrar que E(x- - T)2 - {E(xA) - T}2 2
+ E{xO - E(xo)} . Asi pues,
 

el error cuadraticomedio, ECM, puede expresarse como:
 

B2 +02
ECM = (45)
 

donde B - E(x") - T (4.6)
 
y G20 = E{x'- E(x')1 2 (4.7)
 

Definici6n 4.3. Sesgo. En la ecuacion (4.5), B 
(por la palabra
 

inglesa bias) es el sesgo dO xO comrn 
 estimador de T.
 

Definici'n 4.4. Precision. 
La precisi6n de un estimador es su
 

error estandar; es decir, el valor de axo que se obtiene de la ecuacion
 

(4.7).
 

La precisi6n es una medida de la capacidad de repetici~n de resulta­

dos. Conceptualmente, es una medida de la dispersi6n de estimaciones
 

que se generarfan por muchas repeticiones de los mismos procedimieitos
 

de muestreo y de estimaci6n, en las mismas condiciones. Con respecto a
 

la distribucion en el muestreo, es una medida de la dispersi6n de las.
 

estimaciones,alrededor del centro de la distribucin y no incluye ningna
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indicaci6n de d6nde se ehcuentra el 'centro de la distribuci6n en relaci~n
 

con el Valor vrdadero.
 

En las ilustraciones 4.1, 4.2 y 4.3 se supuso implicitamente que el
 

valor verdadero era X; esdecir, T era igual a X. Por lo tanto, B era
 

cero y el error cuadrItico medio de x' era lo mismo que la variancia de
 

xO. En las ilustraciones 4.4 y 4.5, el campo se ensancho un poco con la
 

introduccion del error de respuesta y 	con el examen te6rico del efecto
 

del error de respuesta sobre E(xo) y a	x . En la practica, muchos fac­
x
 

tores pueden influir en la distribuci6n en el muestreo de xO. Esto es,
 

los datos en una muestra estan sujetos a errores que pueden ser atribui­

dos a varias fuentes.
 

Con los datos de una muestra se calcula una estimaci6n xO y una
 

estimacion de la variancia de xO. 
 OCmo interpretar los resultados? En
 

las ilustraciones 4.4 y 4.5 descubrimos que el error de respuesta puede
 

dividirse entre sesgo y variancia. El error de cualquier fuente puede
 

ser, por lo menos conceptualmente, dividido entre sesgo y variancia. Una
 

estimaci'n de una muestra estg sujeta 	a la influencia combinada del sesgo
 

y la variancia que correspondan a cada una de las varias fuentes de error.
 

Cuando se utilizan los datos de una muestra para calcular una estimaci~n
 

de la variancia de xO, la estimaci6n es una combinaci6n de variancias que
 

podr~an ser identificadas con varias fuentes. Asimismo, la diferencia
 

entre E(x') y T es una combinacion de sesgos que podr~an identificarse con
 

varias fuentes.
 

La figura 4.2 muestra la distribuci6n en el muestreo de x* corres­

pondiente a cada uno de cuatro casos diferentes: A, sin sesgo y con error
 

estgndar bajo; B, sin sesgo y con error est~ndar grande; C, con sesgo
 

grande y error estfndar bajo; y C, sesgo grande y error estandar grande.
 

La exactitud de un estimador a veces se define como la ralz cuadrada del
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error.cuadratico medio de. estinador. .. Segn esta.def 

describir los estimadores que tienen las .cuatro distribuciones enel 

muestreoi dela.igura'4,2 como,:sigue: -En el caso A, el estimador.es pre­

ciso' y:exacto;,-en ;B,,el.est:iador' noI tiene precisi~n y par eso carece 

Sde exactitud; en-C,el.estimador es preciso pero inexacto a~causa del 

sesgo; .y en D, :el-estimador es inexacto a causa de sesgo y baja pre­

_Cision. 

Infortunadamente, generalmente no es posible determinar exacta­

mente la magnitud del sesgo en ,unaestimaci6n,ni la de un co'aponente
 

particulardel sesgo. Sin embargo, a menudo hay evidencia de la magni­

tud del sesgo, basada en la experiencia general, en el conocimiento de
 

la perfecci6n relativa,de;losprocedimientos de la encuesta y en inves­

tigadiones'especiales.' El autor acepta el punto de visto de que el
 

error cuadr~ticoamedio es' Un concepto apropiado de la exactitud. En ese 

coiexto, lo' imadtant es la'magnitud del"ECMy "e1 'aIo r"e B n' reli'""" 

cion con a . Ese puntb'de vista es importante, porque -no es posiblex 

estar'seguro de que B'esigual -acero. Nuestra meta debe ser preparar
 

las especificaci6nes de la 'ecuestay iievar a cabo las operaciones de
 

la misma de tallmoda que sea:p-equefio B"en relaci6n con a. .0 se podr~a 

decir,que queremos que el ECH searnnimo para "un costo dado de la encuesta. 

Las maneias' de obener evidencia sobre la magnitud 'del ses,o es un tema: 

mayor y no esta dentro del alcaince e esta monogra~fTa. 

Es-importante saber algo cerca de lamagnituddel sesgo, B, en re-

l~aC n canel e ra estandar, a .. El error estandar depende principal­

mente-del disefio de la muestra y. su.tamaio. En el caso de muchas pabla 

ciones encantradas en las- encuestasl, a medida qu6 atmenta 'el tamoaifade ia 

.
muestra, el error estandar se vuelve-pequeno ''
 ,.en comparacion con el sesgo. 


'De hecho, el sesgo podrla ser rns grande que el error estandar arin en el
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Jl i i I I J+ 
 J
 

T~T, 
E(x*) 
 -Ex')

+
A: Sign sesgo error est~ndar bajo 
 B: Sin sesgo- error est'ndar grande
 

,h... 
 , I. I I 

-T ,E(x*) T E(x')
C: 
Sesgo grande - error estgndar bajo D: Sesgo grande ­ error .estgndar grande
 

Figura 4.2. 
 Ejemplos de cuatro distribuciones en.el muestreo
 

. , E(x*) 

Figura 4.3.,.Distribuci6ni. en el muestreo 
(cadaa. puntito represeita: una estimaci6n). 
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casoide muestras de tamaiomediano -- por ejemplo, unos pocos centenares 

de casas, seg6n lasi circunsftncias., E punt 'importante eS que si el
 

error cuadratico medio ha de ser pequeio, tanto ,Bcomo; 
XA tienen que ser
 

pequeos. 
Los metods para reducir B son muy distintos de los necesarios 
.Para: reducir a -Lamayor.preoc"paei~n " .,"o ' 

r rn respecto al ,error ajena al mues­

o
treo: es, e sesg y no el efecto sabre la variancia. 'En eldiseo.y selec­

cin de~muestras,y en,todos:los proced6imientosde, La encuestq,-sehace..,un
 

esfuerzoen evitar sesgos que originan en el muestreo. 
Sin embargo, en
 

iostrabajos de encuestas.es necesari6 tener'siempre en mente la existen­

cia de sesgos patenciales y procurar minimizar tanto los sesgos como el
 

error aleatorio (es decir, xo) 
x 

,Los comentarias anteriores son aplicables en parte a
4 los censos tam­

bien. 
Los resultados de ambos tienen error cuadratico medio. Ambos son
 

encuestas don respecto a la utiiizaci6n'de los resultados. Es decir,
 

ocurren inferencias'inciertas-'en el,uso'de"1s-resultados de j-.n
-censolo
 

mismo que: en el usao de una muestra. La unica diferencia-es que en un can­

sseprocura obtenar una medida para cada uod 
o lmnopr
 

el,poner--n, .=N: En"realidad, nose tiene seguri­nbo redc6 aeroel ECM. 


dad absoluta de que disminuya siempre el ECM cuando el tamafio de la mues­

tra aumenta, porque a medida quedisminuye la variancia puede aumentar el
 

sesgo. Est "de:sucedar espedalmente cuando lapoblacion es granda y
 

las preguntas del cuestionari, son de-.tal naturalez q as dif hil ob
 

tener contestaciones scencillas ,exitctas. En el caso de una muestra gran­

de a de un enso, podr a ser mas dif~cil controlar el error, en compara­

cian 'con una muestra pequea., As es posible que un censo sea menosaexac­

to (tenga un ECH mayr.)
queuna muestra en que las fuentes de er'ror, sean
 

mejor iontroladas. Mucho 'dependede 'la I
clase de!,infTorai6n que se reco­

lecte,.
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4.5 	 SESGOY ERROR ESTANDAR
 

Los vocablos "sesgo". 
 "sesgado" e "inesgado",poseen una gran va­
riedad de significados entre distintos individuos. 
Coma resutado, existe 

mucha confusion, especialmente porque los terminos a menudo usanse con 

soltura. Tecnicamente, parece 16gico definir el sesgo de un estimador
 
como igual a B en la ecuaci6n (4.6), o sea, la diferencia entre el valor
 
esperado del estimador y el valor verdadero. Pero, salvo en los casos
 
hipoteticos o de ejemplos construidos, no se conocen 
valores numericos
 
para E(x') y para T. Por eso, definir un estimador insesgado por la con­
dici6n B = E(x) - T - 0 tiene muy poco o ningdn valor practico, salvo
 
que se desee aceptar que el valor verdadero es igual a E(x'). Desde el
 
punto de vista del muestreo, hay condiciones que dan una base racional
 
para aceptar E(x') como el valor verdadero. No obstante, sin importar
 
la manera en que se defina el valor verdadero, se necesita una interpre­

taci6n buena y practica de E(x').
 

Ha sido practica comun entre los estad~sticos de encuestas Ilamar
 
insesgada una estimacion cuando ests basada en metodos insesgados de
 
muestreo y estimaci6n. 
Por ejemplo, en la ilustracion 4.4, x se llamarfa
 
una estimaci6n insesgada, porque el metodo de muestreo y de estimacion
 
es insesgado. 
En otras palabras, puesto que x es una estimaci6n inses­
gada de X, se puede interpretar x como estimaci6n insesgada del resultado
 
que se habr~a obtenido si se hubieran medido todos los elementos de la
 

poblaci6n.
 

En la rilustracion 4.5, el valor esperado de x es ms diffcil de des­
cribir. 
 Sin 	embargo, con referencia al motodo de muestreo y de estimacion,x es 	 "insesgada" y podra ser -calificada como "estimaci6n insesgada" 

aunque E(x) no sea igual a T.
 

Una declaraci6n que 
 dice simnplernente "•la estimaci6n es in.nanA1 
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esincompleta y puede serengafios, especialmente.' ufo..no estgfa­

mili~rizadO cbn el'contextoy cd os coiieptos de"sesgo. Llamar in.
 

esesgada una es'timaci6n equival a decr que'la estimnacion es una es­

timaci6n insesgada 'desu'valoresperado. Sin importar c6mo se defina
 

"sesgo" o 
c6mo se'use el t~rmini E(x') e' el promedio de Is distribu­

ci6n en el muestreo de x', y este concepto de E(x') es muy importante,
 

porque E(x') aparece en el error est~ndar, Ox , de x' y tambien en B. 

Vea'las ecuaciones (4.6) y (4.7).
 

Como un concepto o visualizacion sencilla del error de una esti­

macian derivada de una encuesta, al autor le gusta la comparaci6n de
 

una estimaci'n a un tiro a un blanco con arma de fuego o arco y flecha.
 

Considere la repetici6n multiple de una encuesta, usando el mismo plan
 

de muestreo, pero escogiendo una muestra distinta cada vez. Este pro­

cedimiento generaria una distribuci'n en el muestreo o un gran ndmero
 

de estimaciones; cada estimacion corresponder~a a un tiro al blanco.
 

En la figura 4.3 cada puntito representa la estimaci'n correspon­

diente a una muestra. El centro del grupo de puntos es marcado E(x'),
 

porque corresponde al valor esperado del estimador.. Alrededor del punto
 

E(x') hay un crculo que contiene dos tercios de los puntos. El radio
 

de este circulo corresponde a a.., el error est~ndar de la estimaci6n.
x
 

El cfrcUlo exterior tiene un radio de dos veces el error est~ndar y con­

tiene el 95 por ciento de los puntos. El centro del blanco es marcado "T". 

En la prfctica, generalmente tenemos una sola estimacion, x-, y una 

.estimaci6n, Sx , del error estIndat deVAx. Con referencia a'la figura 

esb quiere decir
4.3, in7"uhto'yuna estirnaci'n del radio del clrculo
 

alrededor'de E(x") :que 'ontendrif do's tercios de las estinmaciones que se
 

obtendrian en muestreos repetidos. No sabemos el valor de.T ni.el valor
 

de ea(x ...C"d . 'acemos una a'.a.. '.resp "to
al error"estfndar de x 
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estamosexpresando un grado deconfianza respecto,. Ia proximidad-len que
 

se encuentra laestimaci niderivada de.la encuesta en relaci6n con:E(x );
 
es-decir:cun pr6x&imo-seencontrar probablemente uno de los puntos en 

la figura 4.3 al punto desconocido, E(x"). Un juicio acerca de la dis­

tancia a que se encuentre E(x') de T depende ,de c6mo se define T y de una 

evaluacion de la magnitud de los sesgos asociados con varias fuentes de
 

errors
 

Infortunadamente, no es fcil hacer una afirmacion corta, rigurosa,
 

completa e interpretativa acerca del error est~ndar de x' . Si el error
 

est~ndar estimado de x' es el 3 por ciento, se podr~a declarar simple­

mente ese hecho sin hacer interpretaci6n. No es de mucha ayuda decir,
 

por ejemplo, que la probabilidad es 2/3 de que la estimaci'n este dentro
 

del 3% de su valor esperado, porque una persona conocedora de los con­

ceptos ya sabe eso y probablemente la afirmaci6n no serfa de mucha ayuda
 

a la persona que no conozca los conceptos. Suponga que uno diga: "el
 

error est~ndar de x' quiere decir que hay una probabilidad 2/3 de que
 

la estimacion estg dentro del 3% del valor que se hubiera obtenido de
 

un censo tomado en exactamente las mismas condiciones". Esto es un buen
 

tipo de declaraci6n, pero cuando uno repara en detalles mas refinados, se
 

necesita interpretar "un censo tomado en exactamente las mismas condi­

ciones" - especialmente en vista del hecho de que es imposible tomar un
 

censo en identicas condiciones.
 

Para resumir, considere una encuesta como un sistema o procedimiento 

completamente definido que incluye todos los detalles que podrian afectar 

una estimacion, como el metodo de muestreo, el mrntodo de estimaci'n, las 

palabras usadas en el cuestionario, los procedimientos de entrevista, la 

selecci'n, capacitaci6n y supervisi6n de los entrevistadores, y la redac­

ci6n, correcci~n y procesamiento de los datos. Conceptualmente, el muestreo 
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se repite muchas veces,-manteniendo constantes todas lasespecificaciones
 

Vmuestrebocomo la
ycondiciones. Esto generarla una distribuciSn en le 


ilustrada en las figuras4.2 4.3.Tenemosque darnos' cuenta de que un'.,
 

cambio en cualquiera de las-especificaciones o condiciones de la encuesta,
 

por mas leve que parezca el cambio0 tiene la potencialidad de cambiar la
 

distribuci6n en el muestreo, especialmente el valor esperado de x. Cam­

bios en los planes de la encuesta, aunque no se cambien las definiciones
 

de los par-metros que se estiman, a menudo resultan en diferencias que son
 

mayores que el error aleatorio atribuible al muestreo.
 

La buena planificaci'n y administraci6n demandan una evaluaci'n de
 

errores de todas las fuentes y un empdfio en equilibrar precisi6n y costos,
 

con el fin de que el ECM caiga dentro de 11mites aceptables y a un costo
 

minimo.
 


