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PROLOGO

El Servicio de Informacidn Estadistica (Statistical Reporting

Service) durante muchos aiios ha dedicado esfuerzos a la capacitacidn

de estadisticos agropecuarios oriundos de varias partes del mundo.

La mayoria de estos estudiantes han recibido ayuda de la Agencia para
el Desarrollo Internacional (AID) bajo sus programas de adiestramiento;
sin embargo, muchos de ellos, bajo el patrocinio de la Organizacidn de
las Naciones Unidas para la Agricultura y la Alimentacidn (FAO), entran
al Centro Internacional para Programas Estadisticos de la Oficina del
Censo del Departamento de Comercio -- Centro con el cﬁal coopera este
Servicio,

Este tratado ha sido preparado por el Servicio de Informacidn
Estadistica con la cooperacidn de la AID y del Centro con el propdsito
de suministrar material mejorado diddctico y de referencia en el ramo
de la estadistica agropecuaria para el uso no solamente de los estudiantes

extranjeros sino también del personal empleado por estas entidades.

HARRY C. TRELOGAN
Administrador, SRS
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PREFACIO

El autor es de la opinidn de que la teoria elemental de valores
ésperados de una variable aleatoria debe recibir mi@s atencidn en los
cursos practicos sobre el muestreo. La teoria que trata de variables
aleatorias y funciones de las mismas es la base del muestreo probabi-
listico. La interpretacidn de la exactitud de estimaciones hechas de
encuestas por muestreo probabilistico se funda en, entre otras cosas,
la teorfia de valores esperados.

Hay muchos estudiantes cuya carrera exige la aplicacidn del mues-
treo probabilistico que han recibido muy poca instruccidn eﬁ matemdticas
y estadistica. El adiestramiento en el muestreo debe ir mds alld del
mero trato de disefios de muestras de una manera descriptiva. Deben in-
cluirse los fundamentos de las matemdticas y la estadistica. Esto aumen-
tarfa mucho el entendimiento de sesgo, error del muestreo aleatorio, los
componentes del error y otros conceptos t&cnicos; puede aumentar la ca-
pacidad de hacer adaptaciones précticas de los principios del muestreo
y del uso correcto de férmulas; y puede facilitar la comunicacidn con
estadfsticos matemdticos y rendirla mis provechosa.

El propdsito de esta monografia es servir como referencia para la
conveniencia de los estudiantes del wuestreo. Procura expresar las mate-
miticas y la probabilidad pertinentes en forma introductoria y en el
contexto de encuestas por muestreo. Aunque se presentan algunas pruebas,
se hace hincapi€ en la exposicidn de lenguaje y conceptos matemdticos
més bien que en las matemdticas per se y la prueba rigurosa. Se dan muchos
problemas como ejercicios para que el estudiante pruebe su interpretacidn
o entendimiento de los conceptos. La mayor parte de las matemdticas es

elemental. Si alguna f&rmula parece complicada, es probablemente porque

representa una larga secuencia de operaciones aritméticas.

iv



Cada capitulo empieza con explicaciones muy sencillas y termina en un
nivel mucho mds alto. La mayoria de los estudiantes que hayan estudiado el
dlgebra elemental no deben tener dificultad respecto a los principios de los
capitulos. Los que han cursado matemdticas mids avanzadas y estadistica pue-
den repasar rédpidamente los principios de los capitulos y dedicar mds tiempo
al estudio de las partes mds dificiles. No es necesario terminar un capi-
tulo antes de seguir al siguiente.

Una explicacidn de los valores esperados de variables aleatorias, como
la dada en el capitulo III, fue la razdn inicial que motivé esta monografia.
Los capitulos I y II se agregaron como base para el capitulo III. El capi-
tulo IV enfoca atencidn sobre la distribucidn de un estimador, que es la
baé; para comparar la exactitud de planes alternativos de muestreo y para
opinar sobre la exactitud de una estimacidn hecha de una muestra. El con-
tenido del capitulo IV se encuentra en‘textos sobre el muestreo, pero es
importante que los estudiantes reciban de mds de una fuente la explicacidn
de la distribucidn de un estimador, especialmente con respecto a estimaciones
hechas de encuestas realss por muestreo.

Mi inter@s y mi experiencia en la instruccidn de estudiantes han sido

relacionados principalmente con personas que empezaron Sus carreras en en-
cuestas agricolas, Agradezco al Statistical Reporting Service la oportu-

nidad de preparar esta monografia.

Earl E. Houseman
Estadistico
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CAPITULO I. NOTACION Y SUMATORIA

1.1 INTRODUCCION

Al trabajar con grandes cantidades de datos, es necesario contar
con un sistema adecuado de notacifn. La notacidn debe identificar los
datos por elementos individuales y proveer expresiones matemiticas sig-
nificativas para una variedad de reslimenes de datos individuales, Este
capitulo describe la notacidn e introduce el dlgebra de sumatorias,
principalmente con referencia a datos derivados de encuestas por mues-
treo y de censos. EL propdsito es familiarizar a los estudiantes con
la notacidn y la sumatoria, mds que presentar conceptos estadisticos.
Al principio algunas de las expresiones podradn parecer complejas o abs-
tractas, pero no involucran m@s que series de operaciones de adicidn,
substraccidn, multiplicacidn y divisidn. Se incluyen ejercicios para
que el estudiante verifique su interpretacidén de distintas expresiones
matemadticas. También se discuten las operaciones algebraicas y se in-
cluyen algunos ejercicios algebraicos. En gran parte, este capitulo
puede considerarse como manual de ejercicios para los estudiantes que
tengan inter&s en el muestreo pero que no estén completamente acostum-
brados al uso del simbolo de sumatoria, I. El conocimiento del len-

guaje matemdtico facilitard mucho el estudio del muestreo.

1.2 NOTACION Y EL SIMBOLO DE SUMATORIA

En esta monograffa "elemento" se usard como expresidn general para
una unidad a la que corresponde una medicidn. Un elemento puede ser una
finca, una persona, una escuela, un tallo de maiz o un animal. Tales
unidades se llaman a veces "unidades de observacidn" o '"unidades de in-
formacidn". Generalmente son de inter@s varias caracteristicas de un

elemento.



"Medida" y "valor" se usardn como términos generales para el valor
num@rico de una caracteristica especificada de un elemento. Este uso
incluye los valores asignados. Por ejemplo, el elemento podria ser una
finca y la caracteristica podria ser que en ella se cultive o no trigo.

Un valor de 1 podria asignarse a una finca en que se cultiva trigo y un
valor de 0 a una finca sin cultivo de trigo. Asi, la "medida" o "valor"
de una finca con trigo serfa 1 y el valor de una finca sin trigo seria O.

Tipicamente, un conjunto de medidas de N elementos se expresard como
sigue: Xl, XZ’ eeny XN’ en donde X se refiere a la caracteristica que se
mide y el subindice se refiere a los distintos elementos de la poblacidn
(o conjunto). Por ejemplo, si hay N personas y la caracteristica X es la
estatura de una persona, entonces X1 es la estatura de la primera persona,
etc. Para referirse a cualquier elemento, no a un elemento especifico, se

usa un subindice, "i". Asi, Xi (l8ase "equis sub i") quiere decir el va-

lor de X correspondiente a cualquiera de los N elementos. Una expresidn
comiin seria "Xi es el valor de X correspondiente al i-€simo elemento'.
La letra griega I (sigma mayliscula) generalmente se usa para indicar

una suma, didndosele el nombre de "simbolo de sumatoria". Cuando se encuen-
tra en una ecuacidn, quiere decir "la suma de". Por ejemplo,.g Xi repre-
senta 1; suma de todos los valores de X, desde Xl hasta XN inziisive; es
decir,.lei =X + X2 + ...+ XN. Los limites inferior y superior apare-
cen de;;jo y arriba del simbolo de sumatoria. Por ejemplo, para expresar
la suma de X para los elementos 1l hasta 20 inclusive, se escribe.goxi.
Tambi&n pueden encontrarse notaciones tales como "in en donde i :—i} 2,
3, «+., N", indicando que hay N elementos (o valores) en el coniunto iden-
tificados por subindices que constan de los numerales consecutivos desde

el 1 hasta el N inclusive; en caso de tratarse de una parte de un conjunto,



podria tenerse una expresidn como "ZXi en donde i = 11, 12, ..., 20",
Generalmente el subindice del simbolo de sumatoria empieza con.1l, de
N

manera que a menudo se verd la sumatoria escrita como ?Xi. Es decir,
aparece nicamente el 1imite superior de la suma, y se eqtiende que la
numeracidn empieza con i = 1. Hasta pueden omitir;e las indicaciones
de ambos 1imites en el caso de ser perfectamente entendido el conjunto
de valores que se suma. Asi, se entiende que gxi o ZXi es la suma de

i
X, o sea el total de valores de X en el conjunto bajo consideracidn. A
veces se omite hasta todo subindice y se usa IX para indicar la suma de
todos los valores de X. Se acostumbra adoptar la notacidn més sencilla
que sirva para los propdsitos. En esta monografia habra variacidn in-
tencional en la notacidn con el fin de familiarizar a los estudiantes
con distintas maneras de representar los datos.

Un promedio generalmente se indica por la presencia de una raya -

sobre el simbolo. Por ejemplo, X (1l8ase "equis raya") quiere decir el

N

X,
i=] 1
.

promedio de los valores de X. Asi, X = En este caso, el sefia-

lamiento del limite superior, N, de la suma aclara el hecho de que la

suma se divide por el niimero de elementos y que X es el promedio de todos
X,

. i . .
los elementos, Sin embargo, x también se interpretaria como el prome-

dio de todos los valores de X, salvo que hubiera indicacidn en contrario.

No trate de estudiar las matemdticas sin ldpiz y papel. Cuando

usted no entienda la escritura abreviada, ensaye escribirla en forma de-
tallada. Esto a menudo reduce cualquier ambiglledad y ahorra tiempo.

Aqui hay unos ejemplos de '"taquigrafia' matem@tica:

|

1
=% %

(1) Suma de los inversos de X:

o=

+%+.~.
2

+ 1
LK



@

®

(4)

(5)

(6)

7

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

Suma de las diferencias
‘entre Xi y una constante,
C: ‘

Suma de las desviaciones

- de X, respecto al

promédio de X:

Suma de los valores abso-
lutos de las diferencias
entre Xi y X (valor abso-

luto, indicado por las
lineas verticales, quiere
decir el valor positivo
de la diferencia):

Suma de los cuadrados de X,: zxé = X% + X2 + x2

Suma de cuadrados de las

desviaciones de X respecto

a X:

Promedio de los cuadrados
de las desviaciones de X
respecto a X:

Suma de productos de X
por Y:

Suma de cocientes de X
dividido por Y:

Suma de X dividida por
la suma de Y:

Suma de los primeros N
digitos:

N

z

z

.i..f'(i-'c) = v(‘xl-C)fgxz-cv)+. - +H(X\~C)
4 N: . [ P - B
2K = (xl-x)+<x2-xp+5f.+(xN-X)

z|xi-3E| = |x1-i|+|x2-i|+.-..+|xN-i|

2
2 3+...+XN

2,82 = (x,K)2 +.. .+ (X X)2

N
I (X,-X)? =2 =2
N N ‘
N
if.lxiYi = XY+ XY, ot XY
in x1+x2 X
Y. vty tety
i 1 2 N
zximxl-n-x2+...+xN
I, Y, Y, b T
N
L =142+ 3+...+N
i=1
N
1211Xi=x1+2x2+3x3+ ce + MK

6

2\(e1)ix{ =
=]

1=l

XK "-).( st



Ejercicio 1.1. Dado un conjunto de cuatro elementos con los si-

guientes valores de X: X1 = 2, X2 =0, X, =5, X4 = 7, y para probar su

3

entendimiento de la notacidn de sumatoria, calcule los valores de las

siguientes expresiones algebraicas:

Expresidn Respuesta °
4
(1) I (xi+ 4). 30
i=]
(2) r2(x.,- 1) 20
(3) ZZ(Xi- 1) 20
(4) 22Xi- 1 - 27
.
(5) X= = 3,5
2
(6) zxi 78
(7 >:(-xi)2 78
(8) (zx;)? : 196
2 .
(9) z(gi X,) 64
2y o
(10) Z(Xi) in _ 64
(11) Zi(Xi) _ 45
1) se-niexy) - 0
Y . '
(13) © (x2 - 3) 66
voocendml ST ;
(14) T X2 -3 (3) . 66
i=1't =l
4 |
Notas: I (3) significa "la suma de cuatro valores 3"
o dsl '

a5 5 =% 0



" (continuacidn) Respuesta

LR

Expresidn

=‘29"

LA 3
) N1 53
R }:k."*- NR2 -
‘ 1 , 29:
1(18) _7;;1. _ | 3

Def1n1c10n 1 1. ‘La- varlancla de X cuando X '=- xl, X2’ ooy X ;se‘

def1ne en cualqulera de las dos’ maneras 31gu1entes.

> (x = %)2 LB - X)2
2= = o  sz=izk_

N . T TN-1
La razon de 1a ex1stencla de dos deflnlclones se expllcara en el
capitulo ATII. Las formulas de la variancia proveen med1das del grado en
que los valores de X varian (desvian) de su promedio. La raiz cuadrada
de la variancia. de X se llama la "desv1ac10n estandar de X". El papel im-

K

portante que juegan. estas def1n1c10nes de variancia y desv1ac10n estandar

en la teoria del muestf;§ se volvera obvio a medida que estudle muestreo.
La var1gnc1a de una estimacidn der;yada de una muestra.es und de las me-
,didaé‘que’se necesitanfﬁéra juzgar la exactitud de la estimacidn y para

‘évaluaf‘diseﬁOB altgrnaﬁivogﬁde;muest;éo;‘ Gran parte del dlgebra y de la

‘notéciSn‘en este"caﬁitulo'se'relaéiona~cdn el cdlculo de variancias. En
oy

:el caso de los planes compleJos de muestreo, las formulaa para 1a varlancla
;son compleJas. Este capitulo debera ayudar a aclarar para el estudlante

‘ex lenguaJe matematlco usado en el muestreo.‘

Deflnlclon 1. 2. "PoblaclSn" es un. termlno estadistlco que se refiere

SEET e

&a un conJunto de elementos*del que se escoge una muestra (a menudo se usa

! unlverao" én vez de "pob1a01on")



Alﬁd%ﬁéﬁéﬁgﬁﬁibéxﬁé:ﬁgﬁlaéidnéé:éon conjuntos de fincas,’ tiendas,
estudiéﬁtéélﬁhggﬁgtérwfﬁg;iééﬁtes v Hospitales. Una defini¢idn com-
pleta d%{uhé p8f1aci5ﬁ:és'uné.eéﬁécificaciﬁn detallada de los elementos
que la ééﬁﬁsﬁeh.';Lds‘détos que'han de recolectarse tamBién tienen que
ser definidos, Los problemas relacionados con la definiciﬁn de pobla-
ciones que h;h‘de sér-idvestigadas deben recibir mucha atencidn en cur-
sos sobre muestreo. De una'pobléciﬁn definida se escoge una muestra de
elementos, se obtiehe informacidn acerca de cada elemento en la muestra
y de la‘muestra se sacan cohciusiones con respecto a la poblacidn. Casi
todas las poblaciones estudiadas con encuestas por muestreo son finitas,
de manera que las matem&ticas y el tratamiento en esta monografia se li-
mitan -a poblaciones finitas,

_Al tratar de la teoria del muestreo, es importante distinguir entre
los datos que corresponden a los elementos en una muestra y los datos
que corresponden a los elementos de la poblacidn entera. Muchos autores
usan letras mayiisculas al referirse a la poblacidn y minfisculas al re-

ferirse a la muestra. Asi, X erey XN representarian los valores de

1’
alguna caracteristica, X, para los N elementos de la poblacidn, y Xis ves
xn representarian los valores de X que se encuentren en una muestra de

n elementos. Los subindices en Xys eves X simplemente sefialan los
distintos elemen;os en una muestra y no corresponden a los subindices en
xl, ceey XN qhe sefialan los elementos de la poblacidn. En otras pala-
bras, X, podria ser cualquiera de los Xi. De manera que

N n
X, ) Ix,
. 1 .1

————J'N Sia ¥ representa el_promedio de X en la POblaCian y l.'n_' = x repre-

senta una media muestral. En este capitulo usaremos solamente maylscu-

las, salvo en el caso de constantes y subindices, porque el &nfasis



:ihééﬁﬁ}p59F5:Ppggtougobye‘}g(gqprqqgnpgciﬁn simbSlica de datos para gnvn
conjuh;gigg é;gqentogiy sobre el §iggbra:' Pa?a este propSsito es sufi-
cieq;eﬁg@ﬁe;a: con 105 datos co;regpopdienpes a un conjunto de elementos,
gin infe:esé:nps en que 1§§4da;os qortespondgn a una muestra de elementos
o a todos lqs elementos de ﬁna-éoblaciﬁn.

Las latras X, Y, Za menudo se usan para representar distintas carac-
teristicap (variables), a la vez que las primeras letras del alfabeto se
usan comlinmente para las conaténtes; No hay reglas fijas con respecto a
la notacidn., Por ejemplo, cuatro variables o caracteristicas podrfan lla-
marse xl, xz, X3, X4. En este caso, xli podria usarse para representar el
i-8simo vglor de la variable X Tipicamente, los autores usan la notacidn
que les convenga paré sus problemas., Mo es préctico estandarizar completa-

mente la notacidn.

Ejercicio 1.2. En la lista de expresiones en el ejercicio 1.1, encuen-

tre 15 variancia de X; es decir, encuentre S2, Suponga que'x4 sea 15 en vez
de 7, (Cufinto cambia la variancia de X? (Respuesta: de 9% a 44'%.)

Ejercicio 1.3. Dados cuatro elementos con los siguientes valores de

Xy dé Y
xl = 2 xz = 0 x3 =5 X4 = 7
Y1 = 2 Y2 =3 Y3 = ] Y4 = 14
encuentre los valores de las giguientes expresiones:
Expresifn Respuesta Expresifn Respuesta
(1) ZXiYi 107 (6) E(Xi- Yi) -6
(2) (Exi)(EYi) 280 (7N zxi- ZYi -6
¥ ¥ - VY - 2
(3) X(Xi X)(Yi Y) 37 (8) E(xi Yi) 74
(4) XY~ NKY 37 9) z(xg - 12) -132
’ ' '.lxi ore e S
o (5) $hSE 1,625 (10) xxZ -rv? -132

MYy



Expresidn . Respuesta ~ Expresidn ~ Respuesta
- 2 ' ' 2 _ 2 204
(11) {Z(x;- ¥.)} 36 (12) (X)) (zy,)* 204

1.3 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
Varios elementos en un conjunto de N podrian tener el mismo valor
con respecto a alguna caracteristica, X. Por ejemplo, muchas personas

tienen la misma edad. Sean Xj una edad especifica y Nj el nfimero de

personas que tienen la edad Xj en una poblacidn (conjunto) de N personas.

K
Entonces I N, = N, en donde K es el nimero de edades distintas en la po-
j=1
blacidén., Ademids, ZNij es la suma de las edades de las N personas en

IN.X. .
la poblacidn y S representa el promedio de las edades dr las N per-
IN.

sonas. Una lista de Xj y Nj se llama "la distribucidn de frecuencias
de X", porque Nj es el niimero de veces (la frecuencia) que la edad Xj
se encuentra en la poblacidn.

0, si queremos, podemos usar Xi para representar la edad de la
i-8sima persona en una poblacidn de N personas. Fijese que la j era

subindice de edad. Ahora usamos la i como fIndice de individuos, y la

in IN.X. Exi
edad mgdla se escribiria N Fijese que ZNjXJ. = in ¥ que _—J_lZN. =5

La eleceidn de cualquiera de estas dos representaciones simbdlicas de la
edad de personas en la poblacidn es cuestidn de conveniencia y propdsito.

Ejercicio 1.4. Hay 20 elementos en un conjunto (es decir, N = 20)

y los valores de X par; ios 20 elementos son 4, 8, 3, 7, 8, 8, 3, 3, 7,.
2, 8, 4, 8, 8, 3, 7, 8, 10, 3, 8.

(1) Haga una lista de los valores de Xj y Nj donde j es un indice
para los valores 2; 3, 4, 7, 8, 10. Esta lista es la distribucidn de
frecuencias de X. \

(2) ¢Cudl es el valor de K?
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Interprete'y verifique lo'siguiénte mediante’ la ejecucidn de los cdl-

" culos indicados:

N K
(3) ©X; =INX.
N ]
> INX,
(4) -—=;"£Nj =‘.X.

5, XY 2 -2
5. Z(Xi X) ) ENi(Xj )<

1.4 ALGEBRA .

En la ari;métiéaxy él dlgebra eleméntal, el orden seguido al sumar o
multiplicar nfimeros no afecta los re;ultados: Las leyes bien conocidas
- de la aritmética, al extenderse al dlgebra que involucra el simbolo de
sumatoria, conducen a ias“siguientesbréglas o teoréﬁas importantes:

Regla 1.1 I(X;- Y+ 2,) = IX;- I¥+ 17,
0 TRy Xy von o+ Xp) = Xk BKp b o0 + 2K

Regla 1.2 aX, = aZXi en donde a es una constante

Regla 1.3 E(Xi+ b) = in+ Nb en donde b es una constante

Si no le es obvio que 1as’ecuaciones.dadas arriba son correctas, es-
criba en forma detdllada ambos miembros de las 1gua1dades y fijese que la
dlferencla entre el lado 1zqu1erdo y el de la derecha es el orden en que
la suma ha sldo eJecutada. FiJese que el uso de 1os paréntesis en la regla

1.3 81gn1f1ca que b aparece N veces en 1a suma. Es decir,

. i ab

N .
izigxft‘b)-=~(x1* by + ‘xif B) + ... f‘(xN+ b)

<e;f¥1tfx Foeee 3N)r11§§;u

2. .
Con base en la regla 1.1 podemos escribir
N . N =N, -

& (X + b) =7 X + zb
1=1 i=1 b i=1
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La expresidn I:b quiere decir "sume el valor de b, que ocurre N veces'.

i=1
N
Por lo tanto, b = Nb,
| i=1 . N
Fijese que, si la expresidn hubiera sido in + b, entonces b seria una
' i
N
cantidad que habria de agregarse a la suma zxi.
En muchas ecuaciones aparecerid X; por ejemplo, en ZXXi o en 2(xi-x).

1 1

Desde que X es constante con respecto a la suma, zixi = iZXi. Asi es

que Z(Xi- X) = in— IX = ZXi- NX. Por definicidn,

1 i i i
X,
- i _ _
X = =5~ 5 por lo tamto, NX = IX;, y Z(X;- X) = 0.
i i
N

Para poder trabajar con una expresidn como z(xi+ b)2, tenemos que

' i

elevar al cuadrado la cantidad entre paréntesis antes de sumar, asi:

2 = 2 2
i(xi+ b) Z(Xi + Zin + b4)

= zxg + I2bX; + Ib2 (regla 1.1)
= zx% + 2bIX, + Nb2 (reglas 1.2 y 1,3)

Verifique este resultado mediante el uso de notacidn detallada. Empiece
con (X, +b)2 + ... + (X, + b)2.

Es muy importante observar las reglas ordinarias del &lgebra refe-
rentes al uso de los paréntesis. Los estudiantes frecuentemente cometen
errores a causa de no prestarle suficiente atencidn a ia colocacidn de
los parénteéis o a la interpretacidn de ellos. Hasta que conozca bien
las reglas dadas, practique la conversifn de fdrmulas simbdlicas en ex-
presiones detalladas y viceversa, Estudie cuidadosamente los ejemplos

siguientes:
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0

(2)

(3

(4)
(5)

(6)

(7).

(8)

€))

(10)

1(X.)2 ¢ (zxi)‘ El miembro izquierdo de esta
-1 ‘desigualdad es la suma de los
cuadrados de Xi; el miembro de-

recho es el cuadrado de la suma
de Xi, siendo aqui indispensable

el uso de los paréntesis. El
miembro izquierdo, en cambio,
podria escribirse simplemente
como in.

X; zxg .
1(=P2 = —= Se aplica la regla 1.2.
N N2
(X, + Y.)2 # IX2 + £Y2 Hay .que elevar al cuadrado la
i i i i ; - .
cantidad entre paréntesis antes
de sumar.
E(Xi + Y%) = EXJ@_ + E'Yg Se aplica la regla 1.1.
ZXiYi # (in)(EYi) El miembro de la izquierda es

la suma de productos; el miem-
bro de la derecha es el pro-
ducto de sumas.

I(X.~ Y.)2 = £X2 - 2IX.Y, = £Y2
L 1l 1 h R

N N
;a(xi- b) # a?Xi- ab
i i
N N
Za(X.- b) = aIX.~ Na
. od e |
i i :
N N
a(ZX.- b) = atX.- ab
.1 i
i i

5X. (X.~ Y.) = £X2 - IX.Y,
1 1 bR 1 1 1

Ejercicio 1.5. Demuestre las siguientes ecuaciones (suponiendo en

Rl A .

todos los casos que i ~<1, 2, o0y N):

¢

@

(3)°

X=X =0

&

X% Y
b = Ef-

D (I
EA R

| (zx.)2"
32 =l - 1
NX N
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R I A L A
(4) ifi(axi+be+ C) = 8Exi+ bEYi+ NC
. ak L

e T A
3

Nota: Las-eq@qﬁidnes (5) y (6) ser@n,muy familiares en el futuro.
(5) I(X.- X)2 = 1X2 - NK2
. . e Wil FONEY _lV 4. 1 .. B
(6) :(gi- g)(Yi— Y) =‘2XiYi- NXY
X5 s 1 2
(7) Z(—; +.Yi) = ';2 E(Xi + aYi)
(8) Sea Y, = a + bX.; demuestre que Y=a+bXyque ZY% =
Na(a + 2b%) + b2zx2.
(9) Suponga que xi = ] para Nl elementos de un conjunto, y que

Xi = 0 para N0 de‘lqs elementos., El nlimero total de elementos en el

N N
conjunto es N = N1 +‘NO; Sean'ﬁ— =P,y EQ = Q. Demuestre que

- X2
Z(Xi X)

N PQ'

(10) z(xi- d)2 = E(X;~ ¥)2 + N(X - d)2. Sugerencia: convierta
(Xi- d)2 en la forma {(Xi-i) + (X -d)}2. Recuerde de sus estudios del
d1lgebra elemental que (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, y considere a (Xi; X)
como a , ya (X -d) como b, ;Para qué valor de d serd minima la can-

tidad 2(xi- d)2?

1.5 SUBINDICES DOBLES Y SUMATORIAS DOBLES

Cuando hay més de una caracteristiqa para un conjunto de elementos,
las distiﬂtas caracterisﬁicas podrian distinguirée mediante el uso de una
letra distinta para cada una, o mediante ﬁn subindice. Por ejemplo; Xi
e Yi podrian representar el nfimero de hectdreas de trigo sembrado y el
nimero de hectdreas de trigo cosechado en la i-8sima finca. O podria
usarse xij, donde i es el subindice para las caracteristicas y j el
subindige para los-eiementos; es decir, xij seria el ya;or de la carac-

teristica X, para el j=simo elemento. Sin embargo, cuando se van a
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tratar de la misma manera los datos sobre cada una de varias caracteris-
ticas para un conjunto de elementos, podria ser innecesario usar nota-

cidn que distinga las caracterfsticas. Por lo tanto, uno podria, digamos,

I(X.- X)2
N-1
Se nec2sita mds de un subindice cuando los elementos son clasificados

calcular para tcdas.laa caracteristicas.
de acuerdo con més de un criterio. Por ejemplo, xij podria representar el
valor de la caracterfstica X para la j-ésima finca en el i-&simo municipio;
) xijk.podria ser el valor de X para el k-&simo hogar en la j-&sima man-
zana de la i-€sima ciudad. Como otro ejemplo, suponga que el procesamiento
de datos para fincas involucra la clasificacidn de fincas por tamarfio y
tipo. Podrifamos usar xijk para representar el valor de la caracteristica
X para la k-€sima finca en el subconjunto de fincas clasificadas como tipo
j y tamafio i. Si Nij es el nlimero de fincas clasificadas como tipo j y
riix
ijk _
tamaiio i, entonces N = xij' es el promedio del valor de X para el
1]
subconjunto de fincas clasificadas como tipo j y tamaiio i,

Hay dos tipos de clasificacidn: la cruzada y la "anidada" o jerar-
quica. Ambos tipos se encuentran a menudo en el mismo problema. Sin
embargo, los trataremos por separado. Un ejemplo de la clasificacidn je-
rédrquica es fincas dgptro de municipios, municipios dentro de Estados, y
Estados dentro de regiones. La clasificacidn cruzada consiste en exhibir

los datos en dos o mds dimensiones, como se demuestra en la seccidén que

sigue.

1.5.1 CLASIFICACION CRUZADA

‘Como ejemplo de clasificacidn cruzada y de sumatoria con dos subin-

dices, suponga que estamos tratando de las &reas de K cultivos sembrados
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ev un conjunto de N fincas. Representemos con Xij.e1‘5fea delii-égimo
cultivo en la j-€sima finca, donde i =1, 2, ..., K, y j=1,2, ..., N,

En este caso, los datos pueden arreglarse en una matriz de K por N, como

sigue:
Fila (i) Columna (j) Total de
Fila
1 3 N
1 X11 cer le e xlN ? le
L] [ ] L ] J
1 xil s 00 lJ L3 X ] xlN ; XlJ
K XKl ‘e XKj ces XKN § ij
Total de | IX. X.. X, LIX. .
. il . 1] . 1N .. 1]
Columna i i i ij
N
La expresidn inj (o ZXij) significa la suma de los valores de xij
j h|

correspondientes a un valor fijo de i. De manera que, con referencia

a la matriz, zxij es el -total de los valores de X en la i-&sima fila;

h|
o, con referencia al ejemplo de fincas y dreas bajo cultivo, inj seria
h|
el Area total en todas las fincas ocupada por el i-&simo cultivo, sea
K
cual, fuere este. De manera similar, in. (o EXij) es el total de co-
i i

lumna para la j-&sima columna, que en el ejemplo es el total del &rea

que dedica la j-&sima finca a los K cultivos bajo consideracidn. La

KN
suma de todos los valores de X podria escribirse como szij o szij.
ij ij

"Sumatoria doble" quiere decir "la suma de sumas". La separacidn
de una sumatoria doble en sus componentes puede facilitar mucho el enten~

dimiento de ella. Aquil hay dos'ejemplos:
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KN N N N
(1),5B8K 5 = 2K, 5 + §%25 +oeee §ijv (1.1)

ij A/
Con” referencia a la matriz anterior, la ecuacidn (1.1) expresa el gran

total ‘como 1a suma de los totales de las filas.

KN N N
.(2) i?xij(Yij+ a) = gxlj(Y1j+ a) + ... + ngj(YKj+ a) (1.2)
J EL, N}
v
N
?xlj(Ylj+ a) = Xll(Y11+ a) 4.t XIN(Y1N+ a)

En las ecuaciones (l.1) y (1.2) la suma doble estd escrita como la suma de
K sumas parciales; es decir, una suma parcial para cada valor de i.

Ejercicio 1.6. (a) Escriba una ecuacidn similar a la ecuacidn (1.1)

que exprese el gran total como la suma de los totales de las columnas.
(b) La ecuacidn (1.2) abarca KN términos, xij(Yij+ a).
Escriba estos t&rminos en la forma de una matriz.

Las reglas presentadas en la seccidn 1.4 también son aplicables a la

suma doble, como se ve:

KN KN KN
szi.(Yi.+ a) = ZEXi.Yi.+ azzxi. (1.3)
ij J 1] ij J 1] ij J

Estudie la ecuacidn (1.3) con referencia a la matriz solicitada en el
ejercicio 1.6(b)., Para poder entender completamente la ecuacidn (1.3),
puede ser necesario escribir los pasos intermedios para convertir el miem-
bro del lado izquierdo de la igualdad en el del lado derecho.

Con el objeto de simplificar la notacifn, se usa comfinmente un sis-

tema de notacidn con puntos. Por ejemplo:

IX, 5 = X;,
j !

EX;. = X,

; ij j
IIX., = X
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El punto en X.. indica que, adem@s de la i, hay otro subindice involucra-
doy xi. se interpreta como la suma de los valors de X-correspond;ente a
un valor fijo de i. Similarmente, X_j es la suma de X correspondiente a
un valor fijo de j, ¥y X.' representa una suma que abarca ambos subindices.

Como ya se ha dicho, un promedio se indica mediante una raya. Asi es que

ii- es el promedio de xij correspondiente a un valor fijo de i; es decir,

es decir, N
Aquf hay una ilustracidn de como la notacifn de puntos puede simpli-
ficar una expresiﬁn'algebraica. Suponga que se desea referi. 'e a la suma

de los cuadrados de los totales de filas en la matriz antes mencionada.

Esta suma se escribiria como Z(Xi.)z. La suma de cuadrados de los prome-

i
dios de filas seria Z(ii.)z. Sin la notacidn de puntos, las expresiones
i
N
K N K i
correspondientes serian E(inj)2 y Z(J*K—Qz . Es muy importante usar
ij i KN
correctamente los paréntesis. Por ejemplo, la expresidn Z(ZXij)2 no es la
KN td
misma que szi.. Incidentalmente, (cudl es la diferencia entre estas dos
ij 3
expresiones?

Usando la notacidn de puntos, la variancia de los promedios de filas
podria escribirse como sigue:

N % )2
X, - X))

= i
V(xi') = =1 (1.4)

donde V representa 'variancia" y V(ii_) es una expresidon de Ja variancia
de ii- . Sin la notacidn de puntos o algo equivalente, una f£0rmula para

la variancia de los promedios de filas se verfa mucho méds complicada.
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_,Ejercicio>1;7.x,Esépiba una:ecuacidn, qdﬁo'lan(lfﬂ),“que represente

la variancia de los-promedios .de columnas..

Ejercicio. 1.8. Dados los valores siguientes de Xij

]
i
1 2 3 4
1 8 11 9 14
2 10 13 11 14
3 12 15 10 17

encuentre los valores de las siguientes expresiones algebraicas:

Expresidn Respuesta Expresion Respuesta

N TN ,
(1) X, 42 (9) KIX. - X )2 54

j J j J.' o e

N S KN S o,

IX, (10) ig(gij— X, - xiff.x._) 6
(2) J— 12 J

N
(3) X,, 13,5 KN (E2X; 4 ‘
. (11) zzx2 - =l—— 78

KN K \ KN ,
5) IIX.. 144 IX2  (DIX..)
ST . Cgy)

: 12) F— - =55 18
6) X, 12 |

R N _

KN _ (13) o(x;.- X )2 21
(7) II(X,.- X, )2 78 jo 3

ij M o

K_ \ - Ky - .
(8) Ng(xi.- X)) 18 (14) ~§§(xij- Xi.) 60

1

Ilustracién 1.1. Con el fin de introdgcir'otro aspecto de notacidn,

refiérase a la matriz de la padgina 15 y'suponéé que los valores de X en

la primera fila son multipliCaddshﬁdfiaiﬁ?ld§*v516tés‘defx en la segunda

fila por a, 'y asi sucesivamete. “La matriz entonces séria:



e

El termlno general puede eSﬂrlblrse como a. X i porque el subindice de a

y el subindice _:E.en'x:.Lj son el mismo. El total de.los KN valores de

KN - .
aixij es ggaixij' Puesto que a, es constante con resPecto a la suma que
ij . N
involucra j, podemos colocar a; antes del simbolo de sumatoria I. Es

j
decir, IIa.X.. = Ia.IX,
i"i

ij J 1JJ

Ejercicio 1.9, Vuelva a la matriz de valores de xij en el ejercicio

1.8. Sgpppga‘que a; = -1, a, = 0, a, = 1,

Calcule:

(1) Ila.X,.

1]
aixi.
(2) zz——ﬁ-l

ij

(3) Ila, X2 (Respuesta: =296)

iij

ij

Demuestre algebraicamente que

(4) Ezaixij = §x35- X

-2 Xy
ij el B

8‘.x.. - -
(5) zzélﬁ—Jl =% -X

»(6)"22a x2 - zx2 - zx2
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,“,Ejerc1c1o 1 10.3 Fptud1e la sigu1ente ecuqclon y:escjlbazlas sumas

,en forma detallada, -en caso de'que esto sea necesarlo para asegurarse que
o B ;

es correcta.

: ’-_‘:.

jla ecuaéi
KN
. f?(ax.. + bY ) ﬂ.aZZXij + bEZYlJ

’;Ilustraciﬁhii'z . Suponga qqé RS

v»pngij = X, J+ al + b T+ c, donde i= 1 2,‘..., K, y J = 1, 2} T N.

Los. valores de Y.j pueden presentarse en forma de matrlz éomo 51gue.

Rt

Yll = xll (+ 81+b1+c ovo-n-auoo-oucnl-ooo--oa’v' IN X1N+ 81+bN+c

; ) 5 R B S g T :

¥ Y..=X_. + a +b +c . .

,‘;.. o e 7113 : J K ; S e Y.
XKI al("'b +c COQIIIIO.l.l.l.li...:..ll"i. XW'*'a'Fb +c""

FiJese que’ a ‘es una cantldad que ‘varia de f11a a“ flla pero ‘es constante
'léﬁ cada’fila' b varia de columné aﬁ;oiumma pero es constante en cada co-
lumrias, gAl apllca;-las rgglas‘pg:a elJQSO%dE'IOstlmb01OB de’ sumatorla,
ténembS‘ |
| o= _g(x'ij+ ag+ b,

- +e) .
j )

& EX, 4Na; + Db H NG
S & M S .

‘i

e dy L1 Le
,'lJ i 1"',53"ﬁ_

Ilustrac16n l 3. Hemos notado que z(x Y )dno es 1gual a. (zx )(ZY )_ 

ZVeasea(l) ¥ (2)zen ellegerciclol 34'

(5) en,la:pag1na 12 ,un TQEEX Y =
L & ‘ v,v‘t IJ : J s
ve.

i(zx )(ZY ) donde 1-= 1 2,,
P 1, xJ
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clafahéhféxéiwéBcfibiﬁ&é”igé“Géfﬁindé'&éﬁziiifj;én*fbrma.&e'ﬁéfriz:

Totales de filas

A BN PO oo

XIYI f XI?Z f o +-x1YN. xlej
+ XY KV, o+ XY X,T¥,
+ Xy Ry F e+ K XY,

Suma de totales de filas: .,ExiZYj

La columna a la derecha indica la suma de los t&rminos en cada fila.

La suma de éétos totales es XIZYJ.+...+XK2Yj = (xl+...+XK)£Yj = ZXiEYj.

Se pédriérlograr el mismo resultado final al sumar primero las columnaa.
Frecuentemente las sumas intermedias son de inter€s primario.
Ejercicio 1.11. Verlflque que IIX, YJ = (Exi)(ZYj), usando los v -

ij
lores de X e Y- dados en elejercicio 1.3. En el ejercicio 1.3 el sub-

indice de X y el de Y eran el mismo. Pero este no es el caso en la

expresion ZEXin.

ij
Ejercicio 1.12. Demuestre las siguientes ecuaciones:
KN 2 K 2N 2 K N N )
1) IZ a, X + b = Ea X<, + 2£a Zb X,. + KIb%
(1) ( j) i i LbY
ij ity ity j
KN ) K N ) K =y
(2) §§ai(x j- X. Je= Za X< i Ngalxl.
ij J i
KN _ - K N : K _ _
(3) =ra,(X..- X )(Y,.- Y. ) =Za X .Y.. - NaX, Y.
i3 i7ij i }J i i 1j ij ij g 1ivd

1. 5 2 CLASIFICACION ANIDADA 0 JERARQUICA
La presencla de un subindlce doble no mecesariamente implica que:
se pueda hacer‘qna:clas;fzcgciop cruzada szgn1f1cat1va de ‘los datos.

Por ejemplo, xij.ﬁuede representar el valor de X correspondiente a la -



(J-eslma flnca en e1 1-581mo mun1c1p10. -En.este. .caso, la j slmplemente

’identlfica una ‘finca dentro de {in municipio. No hay correspondencla
entre, dlgamos, 1a” f1nca nﬁmero 5 en un municipio y la f1nca nlmero 5
en otro mun1c1p10. En verdad el nimero total de fincas varfa de un

municipio a otro. ‘Suponga que hay K municipios y Ni fincas en el i-€simo

‘municipio. El total de X correspondiente al i-€simo municipio podria

N, _
expresarse como X.. =1 x.. . En este caso, la expresidn EXij no tiene
| i KN, T
significado. El total de todos los valores de X es LI X. ij
ij

Cuando la c1a51f1cac10n es jerdrquica, el orden de los subindices
y el orden de los simbolos de sumatoria deben ser del orden superior de
clasificacién al inferior. Por esto, en el ejemplo citado arriba, el
suBiﬂdice indicativo de fincas estd a la derecha y el simbolo de suma-
toria correspondiente a este subindice tambi&n estd a la derecha. En la

KN.
expresidon LI Xi., la suma con respecto a i no puede hacerse antes de

i
sumar con risPecto a j. Pero cuando la clasificacidn es cruzada, las sumas
se pueden hacer en ‘cualquier orden.

En el ejemplo de K municipios y Ni fincas en el i~&simo municipio
(y enjejemplbs similares), pueden considerarse los datos como arreglados
en filas (o en.cdlumnas):

X110 Xp0 eeen Xy

Xopr X

1
22 ++00 KXoy

2

K
Aqui hay dos sumas dobles que han sido descompuestas para su examen:
KN N : N
(1) =zt (X; .- X )2 = r! (X, .- x )2 +...+ X, .- )2 (1.5)
Ay e 5. 13 K3 X..
1J/ ‘L : .y ; IJ, R l J i .
Nl . M . .
:4‘,2 . ~_ - ;, . _v.'..- 2 . _ - ;»'2
_’i (xlj xo l) (Xll xo o) +ooot (x1N1 x- o)
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La ecuacitn (1.5).es la suma de cuadrados de las desviaciones, (xij-i--)’

de los valores de Xijlrespecto al promedio global. .Hgy ZNi‘yalorgs de

KN, *
zz*xij
Xij’ y i_. = Ea-iz—- . Si no hubiera inter@s en identificar los datos
IN.
i
i
por municipios, bastaria un solo subindice. La ecuacidn (1.5) ‘entonces
"N
seria E(Xi- X)2.
i
KN, - L. N I N - o
(2) Lz (Xij- Xi.) =1 (le- Xi.) tooot I (XKj- XK-) (1.6)
1] |J l J
N -V
sl .- % )2 = (X, - K, )2 +...+ (X, - X, )2
= 357 %1 SR ELAA A L A €
N

En la ecuacidn (1.6) ¢reconoce Zl(xlj- il.)z? Involucra Ginicamente el

subconjunto de elementos en donde i = 1; es decir, xli’ X12, ceey XlN .

1
Fijese que il- es el promedio de los valores de X en este subconjunto.
N
Por lo tanto, El(xlj- Xl-)2 es la suma de los cuadrados de las desvia-
h|

ciones de los valores de X en este subconjunto respecto al promedio del
conjunto. La suma doble es la suma de K t&rminos, y cada uno de los K
términos es una suma de cuadrados correspondiente a un subconjunto de X,

siendo i el subindice de los subconjuntos.

Ejercicio 1.13. Sea xij el valor de X correspondiente a la j-&sima
finca en el i-€simo municipio. Ademds, sea K el niimero de municipios y
N, el nimero de fincas en el i-8simo municipio. Suponga que los valores

de X son como sigue:

Ryq = 3 X, = 1 Xy = 5
X21 =4 x22 = 6
¥31 =0 X32 =3 Xg3 =1 Xy, =2

Encuentre el valor de cada una de las siguientes expresiones:
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4

o

()

(2)

(3)
(4)

(5)
(6)

¢))

(8)

9

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

“Expresidn’

K.
IN,
PR §

K N, K
2(E7X..)2 o 1Ix2
.. 1) . 1
1] 1

- ¥ 2
IE(X; 5 X,

ij
N

lex - 2
% (xlj 1-)
j
N, ,
Xy %)
]
KN, ,
205 X5
ij
K

‘R -F )2
ini(xi_ X, )

Ny v

g EX 0 @UX
g _ _ij
R IN;
K _2 -

IN.X. - NX2

. 1 1. . e

1

Respuesta

9

27

27

10

245

36

8, 2y l4 cuando i =1,
2 y 3, respectivamente

24

12

12

12

. Las expresiones (14) y (15) del ejercicio 1.13 son representaciones

simb8licas de la misma cosa. Por definicidn,
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DR =X, ENX; =X yIN =N
FR T ¥ R i

La substitucidn en (14) nos da

KK, X,
N, W (1.1
ii
i xi. - x.. -
También por definicidn, ¥ Xi. y§ *© X,, . Por lo tanto,
i
2 x2
2l =NX2 y —— = NX2. Por esto, por substitucidn, la ecuacidn (1.7)

N, ii N
i 1

K
se convierte en ZNiig.- Ni?. .
i

Ejercicio 1.14. Demuestre las siguientes igualdades:

KN, K

(1) IZ'X. X.. = £X?2
., 113 -, 1°
ij i

KN, _ _
(2) zzlxi.(xij-'x. ) =0

P 1

ij

X X X 2 . X2 w2
(3) iNi(Xi-- X )2= inixi.- NK2

Fijese que esto iguala las expresiones (13) y (15) del ejer-
cicio 1.13. La demostracidn es parecida a la que se pidid en

la parte (5) del ejercicio l.5.

KNi K Ni K K

(4) £z*(a.X,.- b.)2 = 1a2z’x2 - 2Ia_b X. + IN.b?
.o 11] 1 . 1. 1] . 1 1 1° . 1 1
1] 1] 1 b 8

1.6 EL CUADRADO DE UNA SUMA
En estadistica es a menudo necesario trabajar algebraicamente con

el cuadrado de una suma, Por ejemplo,

2 = x2 2 2
+o00t XN) Xl + X. X, +...+ X5 + X X1+...+ XN+XNX1+...

2 o
(2X;)% = (X + X 1% 2 %

2
Los términos en el cuadrado de la suma pueden escribirse en forma

de matriz:
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XX XKy el XX oeu XX
X.X XX, «oo X.X. .0 XX

J N

N
. . . |
e o -

i
Wy Ay e By e Xy
El término general en esta matriz es Xin, en donde Xi y Xj vienen del

mismo conjunto de X, a saber, xl, veey X Por lo tanto, i y j son sub~

N'
indices del mismo conjunto. Fijese que los t&rminos que forman la dia-~
gonal principal de la matriz son los cuadrados de los valores de X y po-

drian escribirse como ng . Es decir, en la diagonal principal i = j,

y xixj = XX, = Xi . Los demds términos son todos productos de algiin

valor de X multiplicado por alglin otro valor de X. En estos términos
los subindices nunca son iguales. Por lo tanto, la suma de todos los

términos que no estd@n en la diagonal principal puede escribirse como

ZX X., en donde i#j se usa para indicar que la suma incluye tocos los

1#3

términos en donde i no es igual a j; es decir, todos los té&rminos que no
estdn en la diagonal principal. De modo que hemos demostrado que (Exi)2 =

zxi + IX.X..

igj*

Observe la simetria exhibida por los t&rminos sobre la diagonal y
debajo de ella: XIX2 XZXI; X1X3
como esta, en vez de XX, puede encontrar una expresidn equivalente:

i#]

zzxixj. La suma de todos los términos sobre la dlagonal principal es EXIX .
]'_<j ) : . . 1<J

= x3x1, etc. Cuando ocurre una simetria

Debido a-.la 81metria, la suma de . 1os termlnos que estan debaJo de la diago-

nal prlnclpal es la misma. Por lo tanto, ZX X = ZEXiX..
gt 4 gegld
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Fiercicio 1.15. Escriba los t&rminos de ( £X;)? =" (X +X X 3+X,)?
1=1
en forma de matriz. Considere Xl =2, X2 =0, X 3 = 5, X4 = 7. Cal-

cule los valores de IX2, 22X X., v (EX Y2, Muestre que en este caso
1<J

se verifica la igualdad (zx )2 = ZXZ + 22X1X .
i<j
Un resultado importante (que utilizaremos en el capitulo III) se

deriva del hecho de que

(zx.)2 = zx2 + Zx X, (1.8)
i#]

Sea Xi = Yi- Y. Substituyendo (Y - Y) en lugar de X en la ecuacidn
(1.8) tenemos
{z(y,- ¥))2 = (Y - ¥)2 + (Y- V(.- Y)
1#3 i
Sabemos que {E(Y.- ¥)}2 = 0, porque Z(Y.— Y) = 0. Por consiguiente,

L(Y -2 + z(Y - Y)(YJ— ¥) =

, i#j
Se deduce entonces que

Z(Y - Y)(Y -9 = -Z(Yi- ¥)2 (1.9)
1#3

Ejercicio 1.16. Considere

(Y- (.- ) = E(Y.Y.- YY YY + Y2)
i#j ] ifj + 3
= LY.Y.- ?zYi- Yivy, + 1¥2

i#it it i i
(Estd usted de acuerdo con que I¥2 = N(N-1)Y¥2? Con referencia a la

i#j
disposicidn en forma de matriz, ¥2 aparece N2 veces, pero la especifi-
cacidn es que i#j, de modo que no queremos contar las N veces que ¥2 se

encuentra en la diagonal principal. Trate de determinar los valores de

X,y VX , ¥ entonces demuestre que E(Y - Y)(YJ- ¥) = LY. YJ- N(N-1)¥2,
i#j i#jd i=j i#jt

Sugerencia: Considere la disposicidn de los datos en forma de matriz. En

ZY., lcudntas veces aparece Yl? tAparece Y, el mismo niimero de veces?
i#j
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1.7. 'SUMAS QE~CUADRADOS
Por varias razones los estadfsticos se interesan en los componentes
de va:iaciap;\es decir, la medida del monto de variacién atribuible a
cada una de varias fuentes. Esto involucra el cdlculo de sumgs.de cua-
drados due corresponden a las distintas fuentes de variacidn due‘;on de.

inter@s. Hablaremos de un ejemplo sencillo de clasificacidn jerarquica

y uno sencillo de clasificacidn cruzada.

1.7.1 CLASIFICACION JERARQUICA.

Con el fin de ser algo especificos, nos referimos al ejemplo de K
municipios y Ni fincas en el i-8simo municipio. La suma de los cuadrados
de las desviaciones de xij respecto a R'. puede dividirse en dos partes,

como se ve en la siguiente ecuacidn:

KN, Co, Ko RN -,
SRR AL N AR SPLERDRCIED 29 (1.10)
1] . 1 1]

La cantidad del primer miembro de la ecuacién (1.10) se llama "suma
total de cuadrados". En el ejercicio 1.13, parte (9), la suma total de
cuadrados era 36.

La primera cantidad del segundo miembro de la ecuacidn involucra los
cuadrados de (ii-- i..)’ que son desviaciones de los promedios de clase
(de municipios) respecto al promedio global. Se llama "suma de cuadrados
interclase"; con referencia al ejemplo, se llama "suma de cuadrados inter—
municipio”. En ellejercio 1.13, parte (13), tambi&n se calculd, con re-
sultado 12,

El @iltimo t&rmino de la ecuacidn se llama "suma de cuadrados intra-
clagg", pg;que‘inyqluqravlas{desviaciqnes dentro de las qlaées con respecto
arlbs promeaios rggpeg;iyos,; Hq-sigo;prgsentado y;, Vea la ecuacidn (1.6)

yila explicacidn que la acompaﬁa. En el ejercicio 1,13 la suma &e cuadrados
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intraclase era 24, calculada en la parte (12) De modo que en el.
TG 7, . . N s »
eJerc1c1o 1. 13 tenemos la suma total de cuadrados, 36 que es 1gua1

a la suma 1nterclase, 12 mas la suma 1ntraclase 24, Esto verifica
la ecuacidn (1 10)

La demostrac1on de la ecuaclon (1.10) es fac11 si se empleza

correctamente., Escriba X..- X = (X.. - X, ) + (X, - X ). Esta téc-
lJ [N ] 1J 1. 1. ‘ ‘l.

nica sencilla de agregar y restar ii- divide la desviacidn (xij- X )

en dos partes. La demostracidn sigue asi:

KN,
1 - - - -
ZET(K; - K )% e DGR - Xy )+ Ry - X P
ij ij
- - % )2 - % YX. - % X. - X )2
= ig{(xij X )2+ 200~ X )&, X )+ - X, )%

= IE(X, .- X, )2+2ID(X, -x D&, K, DR, K, )2
ij ij ij

Ejerciciec 1.17. Demuestre que

KN, L T
0 KOGy R -0y que EE - K2 = IRy - T
ij ij i

La ejecucidn del ejercicio 1.17 completa la demostracidm.
La ecuacidn (1.10) estd escrita en una forma que muestra su signi-
ficado mds bien que en la forma mds Gtil para fines de c@lculo. Para

fines de cdlculo se usan cominmente las siguientes relaciones:

KNj - -
Total = II (X;.~ X )% = I3x}.- N2 |
ij- M ij '
ok i
Entre clases = IN, (X, - x )2 = N X2 - NR2,
i i
e o o3 2 2 72
Dentro de clases = §§ (Xij ) = §§X13- §N1X1.
. L 1] 1] .1
N, KN,
oo X, . ©IIK..
K - . 1] - i3 13
en donde N = iNi R Xi.'= JEGTF- yX. = -JLTE—-
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KN
Fijese.que la mayor parte de la aritmética se reduce a calcular II
ij
K

ZNiiif y Ni?.'. Hay alternativas que pueden usarse. Por ejemplo, se
it ‘

X2,

Kx2 . K

puede usar I i en vez de IN.X2 .
.N. P A
i"i o1

Ejercicio 1.18. Demuestre que

KN,

prtex, .~ X, )2 = £EX2,.- IN.X2
.. oij  Tde s dj L ide
ij ij i

Ocurre un caso especial muy Util cuando Ni = 2, La suma de cuadrados

intraclase resulta ser

K2 K
-y 2 o - X 2 - X 2
ZE(X; - X300 = By - X 0% + (Xgp- X 0%
ij i
- Xy tXy s vz 1 2
Ya que Xi. ==, es facil demostrar que (Xil- Xi-) = Z{Xil- xiZ)
-F 2=t o 2 intra—
y que (xi2 Xi.) 4(Xi1 Xiz) . Por lo tanto, la suma de cuadrados intra

clase resulta ser
E?‘xil aRITY

que es una forma muy conveniente para el cdlculo.

1.7.2 CLASIFICACION CRUZADA
Refiérase a la matriz de la pagina 15 y al ejercicio 1.8, La suma
total de cuadrados puede dividirse en tres partes, como se ve en la si- '

guiente ecuacidn:

KN - K_ \ N_ , KN
LZ(X..~ X = NL(X. - X + KX .- X + SD(X..-X. X .4X )2 .
ij( IJ ..) i( 1. ..) j( QJ ‘.) ij(le xl. x.J+x.l) (1 11)

Refiérase al ejerciciol.8 y encuentre la suma total de cuadrados y las tres

partes. Son:
Suma de cuadrados

Total ' 78
Filas ' 18
Columnas 54

vRescp 6
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Las tres partes suman gl'total, 1o Qué verifica la ecudcidn (1.11). En
el ejercicio 1.8, lévsuma de cuadfados‘ilamada "resto"lse calculd di-
rectamente (vea parte (10) del ejercicio 1.8). En la practica, la suma
de cuadrados "resto" generalmente se obtiene réstando del totél las
sumas de cuadrados correspondientes a filas ¥ a columnas.

Nuevamente, la demostracidn de la ecuacidn (1.11) no es dificil si

se empieza correctamente. En este caso la desviacidn, (Xi.- X ), se

J
divide en tres partes mediante la adicidn y substraccidn de ii- y i.j:
Rm KD = Fm R0+ @ - X))+ Ryym Xy - R g X, .) (1.12)

Ejercicio 1.19. Demuestre la ecuacidn (l1.11), elevando al cuadrado

ambos miembros de la ecuacidn (1.12) y efectuando la suma. La demostra-
cidn consiste principalmente en mostrar que las sumas de los términos

que son productos (pero no cuadrados) son iguales a cero. Por ejemplo,
KN
hay que mostrar que ??(Xi.— X_.)(Xij- xi.- X, .

+X,,)=0.
1] 3
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CAPITULO II. VARIABLES ALEATORIAS Y PROBABILIDAD

2,1.-VARIABLES ~ALEATORIAS

La: palabra "aleatorio! posee:una gran variedad de significados. Sin
embargo, su uso en éxpresiohgs como "sucesos aleatorios", "vériable alea-
toria" y "muestra aleatoria" implica un procedimiento tal que la probabi-
lidad de ocurrencia de un suceso es conocida a gridri. Para seleccipnar
una muestra aleatoria de elementos de una poblacidn, se hace uso de tablas
de niimeros aleatorios. Hay varios modos de usar tales tablas para hacer
una seleccidn aleatoria de manera que un elemento dado tenga una probabi-
lidad especificada de ser seleccionado.

La teoria del muestreo probabilfstico se basa en el concepto de una
variable aleatoria, que es una variable que, de acuerdo con el resultado
del procedimiento, puede tomar cualquiera de un conjunto definido de va-
lores. El valor de una variable aleatoria en cualquier ocasidn particu-
lar es determinado por un prgcedimiento aleatorio de tal manera que se co- .
noce la probabilidad de que sea igual a cada valor especificado del con-~
junto. Esta definicidn estd de acuerdo con la de "muestra probabilfstica",
que enuncia que cada elemento de la poblacidn tiene que tener una probabi-
lidad conocida (mayor que cero) de ser seleccionado. Un prop8sito prin-
cipal de este capitulo es presentar una introduccidn elemental o repaso

~ breve de la probabilidad como base para el prﬁximoléapitulo, que tratara
i ,
de los valores esperados de una variable aleatoria, Esto conduce a una
base teBrica del muestreo y para evaluaryla exactitud de estimaciones que
se haceu con los datos de una encuesta por mueééreo probabilfsticaq.

En la teoria del muestreo, geﬁgrélmente empezamos con una poblacidn

imaginaria de N elementos y unﬁ‘ﬁedida dé alguna caracté:fstica, X, co-

' rrespondiente a cada elemento. Una representacidn matemdtica tipica de
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las N medidas o valores es Xl,

-

de 1a caracteristica X correSpond1ente al 1—e31mo elemento. Asoclada

.- ot aimy
R TEVEREIN A P RER A S [N HI 8 ,5‘

con el 1-e51mo elemento hay una probabllldad P., que es 1a probabllldad

[ y i ¥

SRR

de obtener ese elemento al selecc1onar aleatorlamente uno de los elemen-

c

Ly oy |}

tos del conJunto de N.‘ Las P se llamaran "probab111dades de. selecc1on
Si cada elemento tlene la mlsma probabllldad de selecc:.on,‘P‘i = % .. No
es obllgatorlo que las P Sean iguales, péro vamosva especlflcar que cada
Pi>6. Al referlrnos ala probab111dad de que X sea lgual a X., usaremos
P(X ) en vez de P..

Tenemos que darnos cuenta de la d1ferencla entre probabllldad de
seleccxon y probabllldad de 1nc1us1on, esta Gltima es la prob;bllldad
de que un elemento sea 1nc1u1do en una muestra. En este caplgulo, gran
parte de 1a materia'se orienta hacia las probabilidades de selecci ',

debldo a su 1mportancla en la bﬁsqueda de valores esperados de estima-

ciones derlvadas de muestras de varias clases.

Definiciﬁn 2.1. Uqg variable aleatoria es una variéﬁle que puede
ser 1gual a cualquler valor, X ;» en un conjunto definidd,.con'una pro-
bab111dad de P(X ) N |

Cuando se selecclona 'aleatorlamente un elemento de una poblac1on
y sé'mide una caracteristlca de el, el valor obtenldo es una varlable

aleatorza. Como veremos mas adelante, si se selecclona aleatorlamente

’( A «4 ‘, B . i

una muestra de elementos de una poblaclon, la medla muestral y otras

. . IS
3 . .n‘). . .

céntldades calculadas de la muestra son varlables aleatorlas.

,u'

Ilustraclon 2 1. Uno de los eJemplos més famlllares de una varlable

Can , - e, ‘1

aleatorla es el numero de puntos que aparecen en la cara superlor de un

R I S

\

' dado despues de haberlo lanzado. Este eJemplo tamblen 1lustra el con-

S

,,cepto de probabllldad que nos 1nteresa, es dec1r la frecuencla relatlva

" Wy tate o ety e R
r"‘/ RTINS i\ 'u calt ey dike RTY ISP B AR

'con que un suceso ocurrlrﬁ con referencla a un conJunto def1n1do de



: 34

‘féﬁéxébsfbdsibles.f En el caso. del dado- hay sels sucesos 9031b%e$ y

‘\V i o

‘esperamos‘que cada uno ocurra con la mlsma frecuenc1a, 1/6 suponlendc

‘fque el dado es 1anzado un numero 1nf1n1to de veces, o. por lo menos mus-

:fchislmas veces.' Implicltas en la declaraclon de que cada cara de un

i

»,dado tlene una probabllldad de 1/6 de quedar en, la.parte.superlor,hay

s I8

algunas sup081c1ones respecto a. 1a estructura del dado.y ,a la natura-
leza aleatorla del lanzamlento.-

Las leyes ad1t1va y multlpllcatlva de,probabllldad pueden ex-

presarse de varlas maneras, dependlendo del contexto en que se usen.

vedn

En el muestreo, nuestro 1nteres radlca prlnclpalmente en el'resultado

de una sola selecclonsaleatorla o de una~serie de: ellas*que-produce una

Rt '

muestra probab11ist1ca.. Por lo tanto, las reglas o teoremas para la
adlclon ‘0" la multlpllcac1on de probabllldades se presentaran y se ‘tra--

taran ﬁnlcamente en el contexto del muestreo probabllistlco.

2,2 ADICION DE PROBABILIDADES

- ' ‘,

S O I T

Suponga una poblac1on de N elementos y una var1ab1e X con valor X

vpara'él 1-e31mo elemento. Es dec1r, tenemos un conJunto de valores de

; - e
,.‘ . A s
4 -

1’ cevy X., ..., Xﬁ.: Sean Pl’ e P sees PN un conJunto'

PSS e

'de probabllldades deé selecclon, en donde P es la probabllldad de selec-’

- _u"\~.~ ,_,;,,. N
,‘ R Y Gh i o PR

‘c1onar el 1—e81mo elemento ‘al hacer una seleCC1on aleatorla. Espec1f1-

' ’; S A TR ’,f‘- R ¥ ceowad s N IR
5camos que cada P tlene que ser mayor que cero y que ZPl = 1, Al selec-
et ‘ P : R A R IR S 41 .

.cionar aleatorlamente un elemento, la prdbabllldad de que sea el i-&simo

e SR "’L s 00 .
'

;elemento o”el J-e31md elemento es P 4'PJ Esta regla de adlclon puede
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1 - PB es la prqbabilidad de que no pertenezca al subconjunto; Con fe-
ferencia'a'lé 5&fiab1eﬁi,tsea kai)'la érébabilidéh de”qﬁélxugoﬁeiél va-
lor Xi.' Eht6néé;'P(Xi) 4FP(kj) representa la probabilidad de que X to-
me uno de 1los valores X; 0 xj, y Pé(x) podrfa usarse para represertar
la prbbabilidad de que X sea igual a uno de los valores en el subconjunto.
Antes de éumé: (o restar) probabilidades, debe determinarse si los
sucesoé son mutuamente excluyentes y si todos los sucesos posibles se han
tomado en cuenta. Considere dos subconjuntos de elementos, el suconjunto
A y.el subconjunto B de una poblacidn de N elementos. Suponga que un
elemento se selecciona aleatoriamente., (Cu8l es la probabilidad de que
el elemento pertenezca a uno de los suﬁconjuntos A o B? Sea P(A) la
probabilidad de que el elemento seleccionado sea del subconjunto A; es
decir, P(A) es la suma de las probabilidades de selecci®n correspondientes
a los elementos en el subconjunto A. Se define P(B) de modo similar., Si
los dos subconjuntos son mutuamente excluyentes -- lo que quiere -decir
que ninglin elemento estd en ambos subconjuntos -- la probabilidad de que
el elemento seleccionado sea del subconjunto A o del subconjunto B es
P(A) + P(B). Si algunos elementos estfn en ambos subconjuntos (vea la
figura 2.1), el suceso A (el elemento seleccionado es miembro del subcon-
junto A) y el suceso B (el elemento seleccionado es miembro del subcon-
junto B) no son sucesos mutuamente excluyentes. Los elementos incluidos
en ambos subconjuntos son contados una vez en P(A) y una vez en P(B). Por
lo tanto, tenémos que restar P(A,B) de P(A) + P(B), siendo P(A,B)'la suma
de las prébabilidades correspondientes a los elementos que pertenecen a

ambos subcbnjuntos, Ay B, Entonces, P(A o B) = P(A) + P(B) ~ P(A,B).

Figura 2.1
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Para resumlr, la ley ad1t1va de probabllldad tal como se usa arriba

,podria expresarse como 31gue. Sl A y B son subconJuntos del conJunto de

( e - . ;.,. vy Wt Lt i 3

todos 1os resultados p081bles de una selecc1on o prueba aleatorla, la pro-

il

‘babilidad de que el resultado pertenezca al subconJunto Ao al subconJunto
B es igual.a la probabllldad de que pertenezca ;xz'mas ia probabllldad de
que pertenezca 8-%;;W¢n08 la probabilidad de que pertenezca a ambos sub-
conjuntos,*A'y B, .

La ley’aditth’de pfbbabi1idad se- extiende sin‘dificultad a tres o més
subconjuntos, Dibgje'una figura parecida a 1§.figura,2.i, pero con tres
subconjuntos, de tal mhnéfﬁ que hayan algunos puntos comunes a los tres
subcoﬁjuntos como sigue:

P(A o B o C) = P(A)+P.(B)+P(C)-P(A,B)-P(A,C)~P(B,C)+P(A,B,C)

Como un caso para explicacidn adicional, suponga una poblacidn de N
elementos y dos criterios para clasificarlos. Una‘clasificaci&n,segﬁn dos

criterios podria exhibirse en la forma de 1la tabla 2.1:

Tabla 2.1 - Clasificacidn de N elementos seglin dos criterios

‘ Criterio X
Criterio Y T n Total
L N ) J o 00 S
1 Nll,P];l [ Y lJ ,PlJ LY le’Pls Nl.’Pl.
1 Nil??ilﬁ co: ) Nij’Pij s e Nis’ is Nl" i.
£ ) “gwtlf?ti o NeioPej v NegoPrg | MeooBy
Total " ,N.lx"P.l ,';‘? . .'.::‘.' . Nlj "P‘j.' . . ..,. ) N'S,P'S ee?f 40

Las columnas representan una clasxflcac1on de los elementos en termlnos
Yae. G
del crlterlo X' las fllas representan una c1a81f1cac10n en términos del-cri-
- ! ‘,.:', AN RIS I Voo s M -8
terio Y N ij. es el numero de elementos que pertenecen 31mu1taneamen*e ala

i
- w®

clase j del criterio X y ala clase i del crlterlo Y, mientras que P .« €8 la
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suma de las probabilidades de seleccidn correspondientes a dichos ‘ele-
mentos. Cada uno de los N elementos puede clasificarse en una y sdlo
una de las txs casillas.

Suponga que se selecciona un elemento de la poblaciﬁn de N. Segiin
la ley aditiva de probabilidad podemos establecer que

IP.. = P . es la probabilidad de que el elemento seleccionado per-

i* *J tenezca a la clase j del criterio X, y
gpij = Pi° es la probabilidad de que el elemento seleccionado per-
J tenezca a la clase i del criterio Y, en donde

Pi' es la probabilidad de que el elemento seleccionado per-
J tenezca simultdneamente a la clase j del criterio X y a
la clase i del criterio Y.
Las probabilidades P-j y P;, se llaman "probabilidades marginales".
La probabilidad de que un elemento seleccionado aleatoriamente per-
tenezca a la clase j de X o a la clase i de Y es P-j+ P, ~ P . (La pro-
babilidad no es P-j+ Pi-’ porque en P-j+ Pi- hay Nij elementos en la

clase j de X y en la clase i de Y que se cuentan dos veces.)

N..
Si las probabilidades de seleccidn son iguales, Pij = —%1 ’

Ilustracidn 2.2. Suponga que en una universidad hay 5.000 estudian-

tes de los que 1.600 estﬁn en primer afio, 1,400 en segundo afio y 500 que
viven en el dormitorio A. De una lista de los 5. 000 estudiantes se es-
coge aleatoriamente un estudiante. Suponiendo que cada estudiante tiene

la misma probabilidad de ser seleccionado, la probabilidad de que el es-

tudiante sea del primer afio es %%%%; que sea del segundo.aﬁo es %%%%; y

que sea o del primer afio o del segundo afio es ;ggg 4-%%%%. Ademds, la

probabilidad de que el estudiante seleccionado viva en el dormitorio A

500
5000 °

nado sea o uno de primer afio o que viva en el dormltorlo A? La clasifi-

es Pero, zcuﬁl es la probabilidad de que el estudiante seleccio-

’

cacibn 1nvolucra dos clasificaciones: una que se.relaciona al afio de
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estudiog y la;otra a la.residencia del estudiante,  La informacidn dada

acerca de los 5.000. estudiantes podrfa tabularse como sigue:

: Afio de estudios

Dormiitorio. Primero ~  Segundo Otros Total
A | 500
Otro 4.500
Total 1.600 1.400 2.000 |.5.000

De esta tabulacidn es fdcil ver que la respuesta a la pregunta depende
de cuintos estudiantes de primer afio viven en el dormitorio A. Sien

la formulacidn del problema se hubiera dicho que 200 estudiantes de pri-

. . . o 1600 , 500
mer ano viven en el dormitorio A, la respuesta habria sido 5000 + 5000
200
5000 ° -

Afirmaciones soﬂre probabilidad tienen que hacerse e interpretarse
con gran cuidado. Por ejemplo, no es correcto decir que un.estudiante
tiene una probabilidad de 0.1 de vivir en el dormitorio A simplemente
porque 500 de los 5.000 estudiantes viven en A. Salvo que los estudiantes
fueran asignados a los dormitorios mediante un procedimiento aleatorio
con probabilidades conocidas, no hay base para atribuir a un estudiante
una probabilidad de que viva en (haya sido asignado a) el dormitorio A.

Estamos considerando el resultado de una seleccidn aleatoria.

Ejercicio 2.1. Suponga que se tiene la siguiente informacidn acerca
de una poblacidn de 1.000 fincas: |
600 producen maiz
500 pppduqen soya‘
300_producen trigo
100, producen triggﬂy;masg

200, tienen una vaca por lo menos (todas las fincas que tienen

vaca también producen mafz)



39

" 200 no poseen cultivos
Se selecciona aleatoriamente, con probabilidades iguales, una finca
de las 1,000. {Cull es la brobabilidad de que la finca seleccionada
(a) produzca maiz? Respuesta: 0,6
(b) no produzc& trigo?
(c) produzca maiz pero no trigo? Respuesta: 0,5
(d) produzca maiz o trigo, pero no ambos?
(e) no tenga vaca Respuesta: 0,8
(f) produzca maiz o soya?
(g) produzca maiz pero no tenga vaca? Respuesta: 0,4
(h) produzca maiz o tenga vaca, o ambas cosas?
(i) no produzca ni maiz ni trigo?
Una de las preguntas de la lista no puede contestarse.

Ejercicio 2.2. Suponga una poblacidn de 10 elementos con valores y

probabilidades de seleccidn como sigue:

Elemento xi Pi Elemento xi Pi
1 2 0,05 6 11 0,15
2 7 0,10 7 2 0,20
3 12 0,08 8 8 0;05
4 0 0,02 9. 6 0,05
5 8 0,20 10 3 0,10

Se selecciona aleatoriamente uno de los elementos, con probabilidad Pi'
Calcule:

(a) P(X=2), la probabilidad de que X = 2.

(b) - P(X>10), la probabilidad de que X sea mayor que 10.

(¢) P(X32), la probabilidad.-de que X sea menor que o igual a 2,

.(d). P(3<X<10), la probabilidad de que X sea mayor que 3 y menor
que 10, .
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(e) P(XS3 & X210), la probabilidad de que X sea menor que o igual
a 3, o mayor -que o igual a 10.
f:ﬁ;ta: ;Lé“reéﬁuesté at(d) y lé.respuesta a (e) debén sumar 1, Hasta
el momenfo hémos tfatado de la probabilidad de un suceso como resultado
de una sola seleccidn aleatoria. Cuando se hace mds de una seleccidn

aleatoria simultd@neamente o en sucesidn, la ley multiplicativa de proba-

bilidad es {itil.,

2.3 MULTIPLICACION DE PROBABILIDADES

Suponga una poblacidn de N elementos con probabilidades de seleccidn
de Pl’ seey Pi’ veey PN' Cada Pi es mayor que cero y gPi = 1, Suponga
que se seleccionan dos elementos, pero que el primer elemento seleccionado
se repone a la poblacidn antes de haceé la segunda séleccidn. En este caso,
el resultado de la primera selecciSn no cambia las probabilidades de la
segunda seleccidn, Las dos selecciones (sucesos) son independientes. La
probabilidad de seleccionar el i-&simo elemento primero y el j-ésimo ele-
mento después es Pin, el producto de las probabilidades de seleccidn Pi y
Pj' Si un elemento seleccionado no es repuesto a la poblacidn antes de
hacer la segunda seleccifn, las probabilidades de seleccidn cambian para

la segunda seleccidn. Las selecciones son dependientes.‘

La ley multiplicativa de probabilidad, con respecto a dos sucesos

independientes, A y B, establece que la probabilidad conjunta de que sucedan
Ay B en el orden A,B es igual a la probabilidad;de.que suceda A multipli~
cada por la probabilidad de que suceda B. En forma de ecuacidn, P(AB) =
P(A)P(B). En el caso del orden B,A, P(BA) = P(BjP(A), y notamos que P(AB) =
P(BA). Recuerde que "independencia" quiere decir que la probabilidad de
ocurrencia de B no es afectada por la ocurrencia de A, y viceversa. La ley
multiplicativa se extiende a cualquier niimero de sucesos independientes,

Por lo tanto, P(ABC) = P(A)P(B)P(C).
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En el caso de dos sucesos dependientes, A y B, lahley multiplica-
tiva declara que la probabilidad conjunta de que A y B sucedan en el
orden A,B es igual a la probabilidad de que suceda A multiplicada por
la probabilidad de que suceda B con la condicidn de que ya ha sucedido
A. En forma de ecuacidn, P(A,B) = P(A)P(BIA); para el orden B,A tenemos
P(BA) = P(B)P(A|B), La raya vertical generalmente puede traducirse como
"dado" o "dado que". La notacidn a la izquierda de la raya se refiere
al suceso bajo consideracidn, y la notacifn a la derecha, a una condicidn
con la cual el suceso puede acontecer. P(B|A) se llama 'probabilidad
condicional" y podria leerse "la probabilidad de B, dado A". Cuando los
sucesos son independientes, P(B|A) = P(B); es decir, la probabilidad
condicional de que suceda B es la misma que la probabilidad no condicional
de B, Extendiendo la regla multiplicativa a una serie de tres sucesos,
A, B, C, que acontecen en ese orden, tenemos P(ABC) = P(A)P(BIA)P(CIAB),
en donde P(CIAB) es la probabilidad de que suceda C, dado que ya han su-

cedido A y B,

2.4 MUESTREO CON REPOSICION

Cuando se saca una muestra y cada elemento seleccionado se devuelve
a la poblacidn antes de hacer la siguiente seleccidn, el método de muestreo
se llama "muesfreo con reposicidn'. En este caso, el resultado de una
seleccidn no cambia las probabilidades de seleccidn correspondientes a
otra seleccidn,

Suponga que una muestra de n elementos se selecciona con reposicidn.
Sean Xy Koy Xgy evey X los valores de X en la muestra, donde x, es el
valor de X obtenido en la primera seleccidn, X, el valor obtenido en la
segunda seleccidn, etc. Fijese que X, es una variable aleatoria que po-

dria ser igual a cualquier valor en la poblacifn de valores X1s Xpy veny Xys
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y: la probabilidad- dé’ que Xy sea X;es P/i Lo mismo puede’ decirse-de x,,
eﬁc;"Deéﬁé"qhe“Iés‘éeleccibnés son independientes, la probabilidad de
Obténer‘ﬁﬁa*ﬁuéﬁtraJde’n“en alglin orden particular: es el producto de las
probabilidades:de ‘seleccidn, a saber: p(xi)p(xz)...p(xn), en- donde p(xl)
es laprobabilidad Pi del elemento seleccionado en la primera tirada, p(xz)
es la-probabi"li'dad‘Pi del elemento seleccionado en la segupda tirada, etc.

Ilustracidn 2.3. Como ilustracidn, considere una muestra de dos

elementos seleccionados con probabilidades iguales y con reposicidn de una
poblacidn de cuatro elementos. Suponga que los valores de cierta carac-

teristica, X, de los cuatro elementos son Xl’ XZ, X3, y X4. Hay 16 posi-

bilidades: '
X X, X, X X, X X, X
XX, X, X, X X, X, X
Xpp X3 X0 X3 Xgu Xy Xy, Xy
Xp &y Xp X, X X XX,

Fn esta ilustraciﬁn,,p(xl) es igual a %-para cada uno de los valores
(xl, X2, X3, X4) que puede tomar X5, ¥ lo mismo ocurre con p(xz). Por esto,
cada una de las 16 posibilidades tiene una probabilidad de C%)C%) ='%E.

Cada una de las 16 posibilidades es una permutacidn distinta que podria
considerarse como una muestra. Sin embargo, como en la préctica no nos
importa cudl de los dos elementos se seleccione primero, es mds 16gico hacer

caso omiso del orden de seleccidn. Entonces tenemos como posibles muestras

y sus correspondientes probabilidades de seleccidn las siguientes:

Muestra Probabilidad Muestra Probabilidad
S 1/16 Xy, X, 1/8
X, X, 1/8 Xy, X, 1/8

X X, 1/8 X5 X, 1/16
X K, ‘178 Xy X, 1/8

Lg Ly R ;s
Xy X, 1/16 X, X, 1/16
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Note que la suma de las probabilidades es 1, Esto siempre tiene que

ser el caso si todas las posibles muestras estfn en la lista con las
probabilidades correctas. Note tambi&n que, puestoque la probabilidad
(frecuencia relativa de ocurrencia) de cada muestra se conoce, el pro-
medio de cada muestra es una variable éleatoria. En otras palabras, hay
10 posibles muestras y cualquiera de las 10 posibles medias muestrales
podria haber ocurrido con la probabilidad indicada. Esto es una ilus-
tracidn sencilla del hecho de que la media muestral satisface la defi-
nicidn de "variable aleatoria'". A medida que avancemos en la teoria del
muestreo, examinaremos las propiedades de la media muestral que resultan
de su cardcter de variable aleatoria.

Ejercicio 2.3. Con referencia a la ilustracidn 2.3, suponga que

las probabilidades de seleccidn son P1 = 1/4, P2 = 1/8, P3 = 3/8, y
P{+ = 1/4. Determine la probabilidad de cada una de las diez muestras.
Recuerde que el muestreo es con reposicidn. Verifique sus resultados,

sumando las 10 probabilidades. La suma debe ser 1. Respuesta parcial:

en el caso de la muestra compuesta de los elementos 2 y 4, la probabili-

dad es )P + @@ = ¢ -

2.5 MUESTREO SIN REPOSICION

Cuando un elemento seleccionado no se repone a la poblacidn antes
de hacer la segunda seleccifn, el método de muestreo se llama ''muestreo
sin reposicifn". En este caso, las probabilidades de seleccidn varian
de una seleccidn a la siguiente; es decir, las selecciones (sucesos) son
dependientes.

Suponga una poblacidn de N elementos con valores de alguna caracte-~
ristica, X, iguales a xl, X2, cery XN. Sean Pl’ cees Pi’ ceey PN las

probabilidades de seleccidn en la primera seleccidn, con cada P,>0y
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IP; = 1, Suponga ademds que se seleccionan tres elementos, sin reposi-
cidn. Sgan.xl,‘xz, X4 los valores de X obtenidos en la primera, segunda
y tercera selecciones aleatorias, respectivamente. (Cudl es la probabi-
lidad de que X = XS’ X, = X6 y x5 = X7? Sea:P(xS,XG,X7) esa probabili-
dad; es decir, la probabilidad de seleccionar los elementos 5, 6 y 7 en
ese orden,

Seglin la ley .multiplicativa de probabilidad para sucesos dependien-

tes, . . ,
P(Xg X X)) = P(XS)P(X6|X5)P(X7|X5,X6).

'Es obvio que P(XS) = P Para la segunda seleccidn, las probabilidades

5.
de seleccidn (después de la eliminacifn del elemento 5) tienen que ajus-

tarse para que sumen 1., De manera que, para la segunda seleccidn, las pro-

babilidades de seleccidn son

Pi P2 PN P

T, TBy 0 e Top ¢ B8 decin, P(5gIX) - T_—f,—;
. P -
De manera similar, P(X7]X5,X6) = T:;i:;; + Por lo tanto,
: P P7
P(xs’xs’x7) (P )(1 P )(1 P5 P6) (2.1)
P P7
Observe que P(X6,X5,X7) = (P6)(1_P6)(1_P6_P5)._ Por lo tanto, P(XS’X6’X7) #

P(X6,X5,x7) salvo que P5 = PG' En general, cada permutaci&n‘de n elementos

tiene una probabilidad distinta de acontecer, salvo que las Pi sean- iguales,

Para obtener la probabilidad exacta de seleccionar una muestra compuesta

de los elementos 5, 6y 7, sgria necesario calcular la probabilidad de cada

una de las,seis posibles permu;aciqnesty;suma:.las_seis probabilidades.
Resulta, oportuno aclarér que en el procedimiento efectivo de seleccidn

no es nggésarioncalcular,un nuevo cdﬁjﬁnto de probabilidades de selecci&n ,

despues de hacer cada selecclon._ Haga cada selecc1on de la misma manera

en que se hlzo la prlmera. Si.se saca un el.mento que yva haya 31do
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seleccionado,: ignore el nlimero aleatorio que rgsulpﬁ_én,la.qelécciﬁn y
siga eliprocedimiento de seleccidn aleatgria,hgéﬁélque qe.gaﬁue un ele-
mento. nuevo. | .

Como se ve enesta-discusidn muy breve, la teoria de muestreo sin
reposicidn y con probabilidades desiguales puede ser muy compleja. Sin
embargo, los textos sobre muestreo presentan maneras de evitar los pro-
blemas complejos. En realidad, es practico y ventajoso en muchos casos
usar probabilidades desiguales en el muestreo. La teoria probabilistica
del muestreo con probabilidades iguales y sin reposicidn es relativamente
sencilla y se tratard@ con mds detalle.

Ejercicio 2.4. Con una poblacidn de 4 elementos hay seis posibles

muestras de dos cuando se muestrea sin reposicifn. Sean P1=-%, P2=-%,
P3= %-y P4= %u Haga una lista de las seis posibles muestras y determine
la probabilidad de obtener cada muestra. ¢{Deben sumar 1 las probabi-

lidades de las seis muestras? Compruebe sus resultados.

Ejureicio 2.5. Suponga que se seleccionan dos elementos de una po-

blacidon de 100 elementos, con ?éﬁosiciﬁn y con probabilidades iguales.
Determine la probabilidad de quef(a) el elemento nlimero 10 no sea selec-
cionado; (b) el elemento nimero 10 sea seleccionado una sola vez; y (c)
el niimero 10 sea seleccionado dos veces. Como verificaciﬁn, las tres
probabilidades deben sumar 1. ¢(Por qué? Determine la probabilidad de
seleccionar la combinacidn de los elementos 10 y 20.

Ejercicio 2.6. Refiérase al ejercicio 2.5 y cambie la especifica~-

cidn "con reposicidn" a "sin reposicidn". Conteste las mismas preguntas.
{Por qué es mayor la probabilidad de lograr la combinacidn de los ele-

mentos 10’y 20 que la probabilidad determinada en ejercicio 2.5?



46

2.6 ‘MUESTRAS ALEATORIAS' STMPLES *

UEh 1a pfﬁétiéi, wdsi todas las’ muestras se seléccionan sin.tepbsiciﬁh.
La.selecci6n de una mueStfa aleatoria de n elementos, con probabilidades
iguales y sin repoéiciﬁﬂ, de una’ poblacién de N elementos se llama "muestreo
aleatorio simple" ("MAS"). La seleccifn se hace elemento a elemento; es
decir, se requieren n selecciones aleatorias separadas.

Primero trataremos de la probabilidad de lograr una combinacidn dada
de n elementos. Refiérase a la ecuacitn (2.1) y a la discusidn que la pre-

. 1 . .
cede, Las Pi son todas iguales a = en el caso'del muestreo aleatorio sim-

N
ple. Por lo tanto, la ecuacidn (2.1) en este caso se particulariza en
1, 1 1 .
,B(XS,XG,X7) N(N-l)(NéZ . Todas las permutaciones de los tres elementos

5, 6 y 7 tienen la misma probabilidad de suceder. Hay 3! = 6 permutaciones

- posibles. Entonces, la probabilidad de que la muestra sea compuesta de los

elementos 5, 6 y 7 es (1)(2) (3 . Cualquier combinacifn de tres elementos
N(N-1) (N-2)

tiene la misma probabilidad de suceder:. En general, todas las posibles

combinaciones de n elementos tienen la misma probabilidad de seleccidn,

cuyo valor estd dado por la siguiente expresidn:

@M. _ nlE-n)! (2.2)
N(N-1) (N-2) . . « (N-0+1) N '

) R
Seglin un teorema sobre nimero de combinaciones, ha N combi~
» N8Y ST (N-n) "

na.iones (muestras) posibles de n elementos. Si cada combinacidn de n ele-
mentos tiene la‘misma proBabiiidad de ser la muestra seleccionada, la pro-
babilidad de seleccionaf!uha\combinaciﬁn especificada tieme que ser la reci-
proca (el inverso) del nmero de combinaciones. 7Esto estd de acuerdo con

la ecuacidn (2.2). *;

'“Una caracterfstica ‘importante’ del MASque-se necesitard en el capitulo

D STV e SR R T S B e oy T Caea. el o Bl Qe
sobre valores esperadoa'es’el“Hecho’ae'que“el“Jﬁéélmo‘elementO“de’la pobla=

;- cifin tiene la mismajprohabilidad:queféualquier*otrojde'sef~se1eccionadoﬁeﬁ>
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la 1—e51ma “seleccidn. Una expreslon general de la. probabllldad de qu

5/(',_ B

§oovd

el 3-e91mo elemento deala’poblaclon sea obtenldo envla 1-e31mé selec-

SR

cibh es .
oo NELg N=2y N=3, . N=itl L iy
(‘ )( (N z)"'(N 1+2)(N-1+1) N (2.3
Vamos a. ver1f1car la ecuac1on (2.3) para i= 3, ;La“eéﬁaciaﬁ“SE
1 .

PR
.

Jpartlcularlza asi: & )(N 1)( )" 5
Lﬁ”pfbbaﬁgiidad‘deaqUe el j-eéimo‘elemento;défla poblacidn sea’ob-
tenido en Ié“féfééraféeléédiGh ésviguél.a-lé probabilidad ‘de-que no;éea,
obtenido en la,briméra’ni5en~Ia'segdﬁda seleccidn, multiplicada por la
probabilid;d'cbﬁdicionaildé‘séf obtenido en 1la éercera seleccidn, dado
que no fue obtenido en la primera ni'én la'Ségunda seleccisn."(Récqerdé
qpeiél'mUesgféoﬁeQ gin reposicidn.) . Fijese que Hﬁl es la probabilidad
de que el j~&simo elemeénto no sea obtenido en la'ﬁrimera seleccidn y
%E% es la‘pfbbébilidéd'cbndicional'de que no sea obtenido en la segunda

seleccidn. ‘Al hacer. la.tercera seleccidn, la probabilidad condicional

del j-&simo elemento es.ﬁliu- De manera que la probabilidad del j-€simo

elemento en’ la tercera selecclon es (N l)(N-Z)(N 5) ‘~§. Esto veﬁifida
la ééuaciﬁn“(ZfB)”pafa'i =3,

"“En ‘sintesis, el resultado ééﬁéral para cualquier tamafio de muestra:
es que’el f‘j'éégiﬁib; ‘éiéﬁxénif‘o"eﬁ-iuha poblacidn tiene una probabilidad igual
a‘%”&éigefLaﬁtéﬁidéféﬁ‘la*iéééiﬁa'SeleCci6ﬁ}ﬁ Quiere decir que xi(él'
valgr=ééﬂiéébféﬁidaféhﬂlé‘iiésiﬁg séleccidn) ‘es una Vériable’aléétoria‘
Qiiéi"’“iéﬁéii*iifiéz%ﬁfoséibiiidédl“;l]-'“,de":"sgi igual a cualquier valor del‘conjunto
i ay

) zQue probabllldad tlene el j-8simo elemento de ser incluido en.una

muestra,dern? AcabamOS“de-mostrar,que t;ene una p;obab;lldad;%.dg,ser

selecc1onado en 1 1—e31ma selecclon.. Por"1oﬁtaﬁﬁo,féﬁhldﬁiéf’elémeﬁto

dado'de;la,poblac1on tlgne'n p091b111dades cada una ‘con probabllldad 1


http:hacer.Ia

148

Lde ser incluido: en una muestra. El elemento puede ser obtenldo en la

RPT :

fprlmera selecclon,_o nn 1a segunda, ., o en la enesnma selecczon y

"31 AS ".}1’.»_ ,:r S

fno puede selecclonarse dos veces porque el muestreo es sin rep081c1on
 Por esta razon, las probab111dades, ; para cada una de 1as n selec-
sumarse, lo que da E-como la probabllldad de que cual-

'quler elemento dado sea 1nclu1do en la muestra..

;clones, pued

Ilustraclon 2, 4. Suponga.que se tlene-una listé de 1.000 fincas

que 1nc1uye algunas fincas que no- son eleglbles para una encuesta. No
hay modo de saber de. -antemano si una flnca incluida en la llsta es ine-
legible, Se.selecciona de la,;;stgAuna.guest;a;aleanrla simple de 200
fincas. Se yisitqn,}as‘ZQQ,fiqgas; pero sdlgmgﬁ;g las que son elegibles
se incluyen en la muestra, }Cudl es la probabilidad que tiene una finca
,elegible,deuser‘iqcluida én,la:qpeatra? ,Cada fincg,gg 1aqlista de 1.000
fincqugigqe Qna*proyépilidad igga; a’%:de;ger incluida en la muestra de
200, :Togas,lasﬁfiqéqqiglggibleg en la muestra de 200 se incluyen en la
muestra;ﬁinal.. Rﬁ;_lqitgnQQ,.;a,gesgpgppa¢qs~%.
‘Ejercicio 2.7, EDeligdnjqﬁto:giguientgﬁde 12;Y31°?99,d¢ X sé‘va a

seleccionar una muestra aleatoria simple de tres elementos: 2, 10, 5,8,
i, ls,ﬁz,ﬂa,w;B,;é,wq y 2, ,Qgte;@ine{?(iélé)yy‘3(3<§<12). Recuerde que
el nﬁmerobtotalgde.muestras posibles-de 3 elementos puede obtenerse por
apllcaclon de. una formula. Puesto -que cada muestra pos1ble de tres elemen—
tos t1ene la mlsma probabllldad de selecclon, .puede determlnaL cuales de

las muestras tendran X é 3 o x 12 81n hacer una 113ta de las muchas mues-

trgsiggg;bles. Respuesta: P(xglz) = 5%3; 9(3,3) = 5%5; p(3<x<12)%= %g%

~”2 7 .AfoNos EJEMPLOS: DEL'MUESTREO ALEATORIO RESTRINGIDO .

'*} Hay muchos metodos aparte del MAS que dan a cada elemento un'.proba—‘

e

fbllldad{lgual de set incluldo en la muestta, pero;algunas.comb1nac1ones de
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n elementos no tlenen oportunldad de ser 1nc1u1das en la Fu?stra 31 no
se usa MAS. ?qr EJQEPIQ, seﬁpbdrig,sgleccipnar cada k-&simo e;eqento,'
empezando con un arranque aleatorio entre 1 y k inplﬁsiye. .Esto se llama
"mues;reo gistemﬁticd". Para una muestra del 5%, k serig 20, E1 primer
elemento pgra la muéétré sefia.un“nﬁmeroraleatorio entre 1 y 20 inclusive.
Si este nilmero es 12, entbncesrlbs nimeros 12, 32, 52, etc. componen la

, 5%3 de ser incluido

en la muestra, pero hay solamente 20 combinaciones de elementos que tienen

muestra. Cada elemento tiene la misma probabilidad

oportunidad de ser la muestra escogida. E1 MAS podria haber dado la mis-

ma muestra, pero es el método de muestreo lo que caracteriza la muestra

y determina como se estimard el error debido al muestreo. Se puede con-
siderar el disefio de la muestra como una cuestidn de escoger un método
para muestrear; es decir, de escoger restficciones que se impondré@n sobre
el procedimiento de seleccidn de la muestra de tal manera que las combi-
naciones que tengan oportunidad de constituir la muestra escogida sean en
gener.” "mejores" que muchas de las combinaciones que pudieran resultar
con MAS. A la vez, es necesario retener ciertas propiedades importantes
que existen en el caso de muestras aleatorias simples, Las propiedades
claves del MAS se desarrollardn en los prdximos dos capitulos.

Otro método comlin de muestreo involucra la clasificacidn de todos los
elementos de una poblacidn en grupos llamados "estratos", de cada uno de
los cuales se selecciona una muestra. Suponga que Ni elementos pertene-
cen al i-8simo estrato y que de este se selecciona una muestra aleatoria
simple de n, elementos. Esto se llama "muestreo aleatorio estratificado"

n.

Es obvio que cada elemento en el i-8simo estrato tiene probabilidad ﬁl
: n. i

1
de estar en la muestra. Si la fraccidn de muestreo, ﬁ— , €8 la misma

para todos 1os estratos cada elemento de la poblaclon tiene una probabi-

lidad igual, a saber, , de estar en la muestra. Nuevamente vemos que

.;:”‘I.J?
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éédé;eléméQCO de la poblacidn tiene probabilidad igual de ser escogido

i

Lo e “ R . ey 'H.;.,;“L S e . . .
'y de estar_en la muestra escogida, pero algunas combinaciones que podrian
‘ocurrir cuando el m&todo es MAS no podrdn suceder cuando se usa el mues-—
o "'.i' " . ;o :
AL Tee T b :
treo aleatorio estratificado.

“wﬁaéta el mdmegfo; nuestra discusidn se ha referido a la seleccidn de
LI * ‘ D N . \ . .
eléméﬁféé individqgies,‘qué son las unidades a que pertenecen los datos.
Para 1d$ fiﬁés del‘muestreq,vuna poblacidn tiene que dividirse en pértes
que~selllamany"unidades'de'muestreo". Entonces se selecciona una ﬁuestra
de.uniéades dé;muestreo. Las unidades de muestreo y los elementos podrian
ser idénticos. ferq mﬁy a meﬁudo no es préactico o no es posible usar ele-
mentoslinéividuales como unidades de muestreo. Por ejemplo, suponga que
se necesita una muestra de hogares. No existe una lista de hogares, pero
hay una iista Qe manzanas que cubren el Area que ha de ser enumerada. En
este caso, se podria seleccionar una muestra de manzanas e incluir en la
. ~ 4
muestra todos los hogares de las manzanas escogidas. Las manzanas son las
unidades de muestreo y los elementos son hogares, Cada elemento de la po-
blacifn debe pertenecer a solamente una‘hn%dad de muestreo con el fin de
que la lista de unidades de muestreo tome’qg cuenta todos los elementos
de lafpbblaciﬁn sin duplicacidn ni omisi@gp Entonces, la probabilidad de
seleccionar cualquier elemento dado es igual a la probabilidad de selec~

cionar la unidad de muestreo a que pertenece.
. . i

" Ilustracidn '2.5. Suponga que una poblacidn tiene 1.800 residencias
ubidédésvdentro de 150 manzanas bien definidas. Hay varios planes de mues-

treo posibles. Podrfa seleccionarse una muestra aleatoria simple de 25

manzar

s e incluirse en la muestra definitiva todas las residencias de las

£,

manzaras escogidas. En este cago, la fraccidn de muestreo es 1/6 y cada
residencia tiene una probabilidad 1/6 de ser incluida en la muestra. Serd

i -
ey

esta una muestra aleatoria simple de residencias? No lo es, pero se. podria
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describir la muestra como una muestra aleatoria (o una muestra probabi~
19stica) y decir que}cédé'reéidenciavtiéhemuﬁa“ﬁgobébifidgd’igﬁalxéé‘gef.
incluida en la muestra. Es decir, el término "muestra aleatoria s{mﬁie"
es aplicable a manzanas, no a residencias. Si hubiera doce residencias
en cada una de las 150 manzanas, se podrfa seleccionar de cada manzana
una muestra aleatoria simple de dos residencias. Este método, que es
ejemplo de muestreo aleatorio estratificado, darfa a cada residencia una

probabilidad igual a 1/6 de ser incluida en la muestra.

Ilustracifn 2.6. Suponga que se desea una muestra de 100 adultos

que viven dentro de un drea especificada. No existe una lista de adultos,
pero hay una lista de 4.000 residencias en el drea. El plan propuesto
para el muestreo consiste en seleccionar una muestra aleatoria simple

de 100 residencias de la lista. Entonces el personal de campo visitard
las residencias en la muestra para hacer una lista de todos los adultos
que viven en cada una. Suponga ﬁue viven 220 adultos en las 100 residen-
cias. Una muestra aleatoria simple de 100 adultos se selecciona de la
lista de 220. Considere la probabilidad que tienme un adulto de la po-
blacidn de encontrarse en la muestra de 100 adultos.

(Debemos reconocer que la discusidn que sigue hace caso omiso de
problemas précticos importantes relacionados con la definicidn, tal como
la definicidn de una residencia, la definicidn de un adulto y la defini-
cidn de "vivir en una residencia". No obstante, supongamos que las de-
finiciones son claras, que la.lista dé residencias es completa, que nin-
guna residencia aparece en la lista mds de una vez y que no existe am-
bigledad respecto a la determinacidn de si un adulto vive o no vive en
una residencia dada. Las definiciones incompletas a menudo conducen a
probabilidades inexactas o a ambiglledades, lo que presenta dificultades

en el andlisis o en la interpretacidn de los resultados. -Los muchos
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Talme ey

Tl

roblemas practicos deberd@n explicarse en un curso aplicado“sobre muestreo.)
problemas practi .deberan explicarse en 80 ap. 4

Es;dpyig,que la'probébilidad que_tiene una rééideﬁbié~dé estar en la

ﬁuestréfes.i% . Entonces, cada persona en la lista de 220't1ene una pro-
}babllldad 1gual a 4% de encontrarse en la llsta porque, s;gun la especi-
f1cac1on, una persona vive en una sola re51denc1a y la probab111dad que
tiene un adulto de. estar en lawlista,es‘lé misma que tiene la residencia
en que vive.

La segunda etapa del muestreo involucra la seleccidn de una muestra
aleatoria simple de 100 adultos de la lieta de’220. La probabilidad con-
dicional que tiene un adulto de estar en 1a muestra de 100 es ;gg {%-.
Es decir, dado el hecho de que un adulto estd en la lista de 220, ahora
tiene la probabilidad fa de encontrarse éﬁ?i;'muestra'désloo.

Maﬁféﬁgé'én mente que la probabilidéa‘de que suceda un evento es su
frecuencia relafivé en énéﬁyos répetidos.’nfgi otra muestra fueta selec-
cionada de acuerdo con laé‘especificacidneglgadas cada residencia de la
poblacidn nuevamente tendria una probabllldad :b de estar en la rmuestra;
pero el nﬁmero de adultos en la ‘lista no es muy probable que sea 220, de

-

manera que la probabllldad condicional en la segunda etapa depende del

/" »
niimero de re31denc1as que estén.en las manzanas incluidas en la muestra.

{Tiene cada adulto 1a mlsma probabllldad de estar en la muestra? Examine
el caso,gu;dadosgmgnte’--_su.1mpre81on 1n1c1a1 podria ser falsa, Cada
‘gduitd‘égw}a pgk}éciéﬁktiéne una»probabiiidad iéga1<de estar en la lista
de la;pfiyépg:etépa»y qéda¢a@ultofenflg:iisﬁa_tiene'una'probabilidad igual
’de Bef seieééioﬁadoféﬁaiafsegunda eiapal ,Pero, en fé;minos(de repeticianﬁ'
del plan completo de. muestreo, cada pergona no tiene’ exactamente la misma.

probabllldad de estar en la muestra de 100" E1<e3erclc1o que 31gueugyudara

Lazaclarar 1a situacifn yfes.un buen eJerc;clo.sobre probabilidades.
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Ejercicio'Z.B. ’Suponéa una poblacidn de. 5 residencias con los nd-

meros indicados de adultos:

Residencia Nimero de adultos
1 2
2 4
3 1
4 2
5 3

Se selecciona una muestra aleatoria simple compuesta de dos residencias.
Luego se selecciona una muestra aleatoria simple de dos'adultos de la
lista combinada de adultos que viven en las dos residencias. Determine
la probabilidad que tiene un adultq especificado de la residencia No.l
de encontrarse en la muestra. Respuesta: 0,19, Determine la probabili-
dad que tiene de estar en la muestra una adulto de la residencia No. 2.
{Habrd relacidn entre la probabilidad que tiene un adulto de estar en la
muestra y el niimero de adultos,que viven en su residencia? (De qué
manera?

Una alternativa consistg en tomar una fraccidn constante de los
adultos en la lista en vez de un qﬁmero constante de ellos. Por ejemplo,
la eépecificaciﬁn podria haber sido la de seleccionar una muestra aleatoria
de'% de los adultos que estd@n en la ligta de la primera etapé. En este
caso, con repetidas aplicaciones.ge‘las especificaciones del muestreo,
la grobabilidad en la segunda etapa no dependg del resultado de la pri-
mera etapa, y cada adulto en la poblacidn tiene una probabilidad igual,

1

(ﬁ%ﬂ(%) = g » de estar en la muestra. Fijese que de acuerdo con este

lan, el nfimero de adultos en una muestra variarf de muestra a muestra;
’ - . -

i

de hecho, el nfimero de adultos en la muestra es una variable gleatoria.
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En' algunas: encuestas no es aconsejable entrevistar mis de un3adu1t§
Por residencia. Suponga que la primera etapa del muestreo consiste en
seleccionar una muestra aleatoria simple de 100 residencias. Para la se-
gunda etapa, considere lo siguiente: Cuando un entrevistador termina la
formacidn de una lista de adultos en una residencia de la muestra, ha de
seleccionar aleatoriamente un adulto de la lista de los que viven en la
residencia, de acuerdo con un conjunto especificado de instruccioneé.
Entonces &1 entrevista al adulto seleccionado si estd; si no estd, re-
gresa mds tarde cuando el adulto seleccionado estd presente. (Qué pro-
babilidad tiene de quedar incluido en la muestra un adulto que vive en
el @rea? Seglin el teorema multiplicativo, la respuesta es P”(D)P(A|D),
donde f'(D) es la probabilida& de que la residencia en que vive el adulto
‘est@ en la muestra y P(AID) es la probabilidad condicional de que sea se-

leccionado el adulto, dado que su residencia estd en la muestra. Mas es-

pecificamente, P*(D) = fﬁ y P(AID) =-% , donde ki es el nfimero de adultos
' i

en la i-Zsima residencia. De manera que la probabilidad que tiene un adul-
1 . .

to de estar en la muestra, (Za)(%) » €8 inversamente proporcional al nii-

mero de adultos en su residencia.

Ejercicio 2.9. Suponga que hay cinco residencias Y que en ellas viven

12 personas, como sigue:

Residencia Personas
1 1, 2
2 3, 4, 5, 6
3 7, 8
4 9
5 - 10, 11, 12

. -" 3 3 3 -
1. Se selecciona una muestra de dos residencias, con probabilidades
o iguales y sin reposicidn. Todas las personas en las residencias seleccio-

das se incluyen en la muestra. (Qué probabilidad tiene la persona No. 4
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ide gerrinqlu%dg;gn la muestra? (La persona No, 9?

2. Supqua que se selecciona a una persona de la lista de 12,
con probabilidades{igpales.,'Del individuo seleccionado se obtiene in-
férmacian sobre dos caracterigticas: su edad y el valor de la residencia
en que vive. Sean Xl, Xz, cess X12 las edades de los 12 individuos e
Yl, .‘..,_Ys los valores de las 5 residencias. Claro es que la probabi-
lidad de seleccionar al i-€simo individuo es i%-y, por esto, P(Xi) = %5.
Determine las cinco probabilidades P(Yl)’ cens P(YS)‘ t(Estd usted de
acuerdo con que P(Y3) = f%? Como verificacidn, ZP(Yj) debe ser igual
al,

3. Suponga que se selecciona una muestra de dos personas, con prc

babilidades iguales y sin reposicidn. Sean Ylj el valor de Yj obtenido
en la primera seleccidn , e Y2j el valor de Yj obtenido en la segunda
seleccidn. (Serd P(Ylj) = P(Yzj)? Es decir, la probabilidad de obtene:
Yj en la segunda seleccidn jes la misma que en la primera seleccidn?

Si la respuesta no le resulta evidente, refirase a la seccidn 2.5.

Ejercicio 2,10. Se desea una pequefia muestra de estudiantes de

tercer aiio matriculados en escuelas piiblicas de un Estado. El siguiente
plan se presenta finicamente como ejercicio, sin consideracidn de que sea
bueno o malo; se piensa obtener una muestra de matriculados en 10 clases
de tercer afio, Todos los estudiantes en las 10 clases ser@n incluidos
en la muestra,
Paso 1. Seleccione una muestra aleatoria simple de 10 distritos
escolares.
Paso 2.. Dentro de cada uno de los 10 distritos escolares prepare
una lista de escuelas piiblicas que ensefien al nivel del
tercer afio. Entonces escoja aleatoriamente una de las

escuelas en la lista,
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Paso 3, Para cada una de las 10 escuelas qué resultaron del paso
2, haga una lista de las clases de tercer a%o y escoja al
azar una clase., (Si hay una sola clase de tercer afio en
la escuela, se la incluye en la muestra.,) Esto dar@ una
muestra de 10 clases.
Describa las clases de tercer afio en la pdblaci6n que tienen pro-
babilidades relativamente pequefias de ser seleccionadas. Defina la no-
tacidn necesaria y escriba una expresifn matemdtica que represente la

probabilidad que tiene una clase de tercer afio de estar en la muestra.

2.8 MUESTREO EN DOS ETAPAS

Por varias razones, los planes de muestreo a menudo emplean dos o
mds etapas de muestreo. Por ejemplo, puede seleccionarse una muestra
de municipios y luego una muestra de fincas dentro de cada uno de los
municipios obtenidos en la primera seleccidn.

Las unidades usadas en la primera etapa del muestreo generalmente'
se llaman "unidades primarias de muestreo (UPM)". Las unidades usadas
en la segunda etapa podrian llamarse "unidades secundarias de muestreo".
Pero, debido a que se han hecho referencias frecuentes en este capftulo
a "elementos de una poblaci8n", las uriidades de muestreo de la segunda
etapa se llamaradn "elementos".

En el caso sencillo de muestreo en dos etapas, cada elemento de la
poblacidn es asociado con una.y sola una unidad primaria de muestreo,
Sean I el subindice para las UPM y j el subfndice para los elementos den-
trovde cada UPM., De este modo, Xij representa el valor de la caracte-
ristica X para el j-€simo elemento de la i-Zsima UPM. Sean, ademds

‘M = el nfimero total de UPM,

m = el nimero de UPM seleccionadas para una muestra,
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Ni = el nﬁmero total de elementos en la i-&sima UPM,

n; = el nlmero de elementos de la i-&sima UPM incluidos en la
muestra.

Entonces,

M

ZNi = N, el nfimero total de elementos en la poblacidn, y

i

m

Zni = n, el nlmero total de elementos en la muestra.

i

Ahora considere la probabilidad de que un elemento sea seleccionado
por un procedimiento de dos etapas: (1) seleccionar una UPM y (2) selec-

cionar un elemento dentro de la UPM obtenida en la etapa anterior. Sean

P, =1la probabilidad de seleccionar la i-8sima UPM,

Pj|i = la probabilidad condicional de seleccionar el j-€simo elemen-
to en la i-&sima UPM, dado que ha sido seleccionada la i-&sima

UPM, y
Pi' = la probabilidad global de seleccionar el j-Esimo elemento en
J la i-@sima UPM,
Entonces,
P.. =P.P, .
ij itj|di

Si el producto de las dos probabilidades, Pi yP i ©s constante

il
para cada elemento, entonces cada elemento de la poblacidn tiene la misma
probabilidad de ser seleccionado. En otras palabras, dado un conjunto de
probabilidades de seleccidn, Pl’ ceey PM’ para las UPM, se podria especi-
. 1 . . e _ 1 _
ficar que Pij N (lo que implicaria lei = ﬁiz), de modo que cada elemen

to de la poblacidn tenga igual probabilidad de seleccidn.

Ejercicio 2.11. Refiérase a la tabla 2.1. Se seleccionarid un ele-

mento por un procedimiento de tres etapas, como sigue: (1) seleccionar

una de las clases correspondientes al criterio Y (una fila) con probabi-

=z

-

lidad ﬁl ; (2) dentro de la fila escogida, seleccionar una de las clases



‘éga

'cdrrespondieﬁéééﬂal criterio X (una columna) con probabilidad ;%i H
(3)ﬁdeptro?dejla casilla resultaqtg, seleccionar un elemgnto co: pro-
babilidades iguales. ;Tendrd cada elemento en la poblacién de N ele-
mentos la mismé probabilidad de ser seleccionada? (Cudl es la probabi-
1ida&?

La probabilidad de que un elemento sea incluido en una muestra de
dos etapas es dada por

(2.4)

P7. = P7P7,.
ij  Tij|d
donde

P; = la probabilidad de que la i-&sima UPM est@ en la muestra
de UPM, y

P3|i = la probabilidad condicional de que el j-&simo elemento se
" encuentre en la muestra, dado que la i-&sima UPM ha sido
seleccionada.

La probabilidad de inclusitn, P;j, se discutird muy brevemente en
relacidn con tres casos importantes:

(1) Suponga que se selecciona aleatoriamente una muestra de UPM
con probabilidades iguales y sin reposicidn. La probabilidad, P;, de
estar en la muestra la i-8sima UPM es f]L = %, en donde f1 es la fraccidn
de muestreo para las unidades de 1la priﬁ;ra etapa. Suponga que, en la
segunda etapa de muestreo, dentro de cada una de las m UPM se selecciona
una proporcidn constante, f2, de sus elementos. Es decir, en la i-&sima
UPM de la muestra se selecciona una muestra aleatoria simple de n, del
total de Ni elementos, con la condicidn n, = fZNi . Por lotanto, la pro-
babilidad condicional de que el j~&simo elemento de la i-&sima UPM estd

n,
én la muestra es P;li =<ta f2. Substituyendo en la ecuacidn (2.4),

N.
1.
tenemos P;j = flfz’ lo que demuestra que la probabilidad de inclusidn de
ﬁn elemen:oien la muestra,es igual al producto de las fracciones de mues-

treo de las dos etapas. En este caso, P;j es constante y es la fraceidn

global dé miestreo.
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Salvo que Ni sea igual para todas lag UPM, el tamqﬁo de la muestra,

n, = f N> varfa de UPM a UPM. También, como las UPM se seleccionan

i 2
» m m
aleatoriamente, el tamafio total de la muestra, n = Zni = fZZNi, no es
i X

constante con respecto a repeticiones del plan de muestreo.  En la préc-
tica podrian ser muy indeseables las variaciones en los tamaﬁos,.ni, de
las muestras de las distintas UPM. Si existe inférmaciﬁn apropiada, es
posible seleccionar las UPM con probabilidades que permitan hacer iguales

los tamafios de las muestras, n., manteniendo un valor constante para las

P...
H N,
(2) Suponga que se selecciona una UPM con probabilidad Pi = ﬁl .
Esto se llama comiinmente "muestreo con PPT (probabilidad proporcional al
tamafio)". Suponga que dentro de la UPM se selecciona una muestra aleato-
ria simple de k elementos. (Si algunas Ni son menores que k, se pueden
hacer consolidaciones para que toda UPM tenga Ni mayor que k.) Entonces
=k -tk _k
TN, YR TRR N
i i

i
lo que quiere decir que cada elemento de la poblacidn tiene la misma
probabilidad,'%, de ser incluido en una muestra de k elementos.

La extensidn de este esquema de muestreo a una muestra de m UPM
podria toparse con las complicaciones indicadas en seccion 2.5. No obs-
tante, se dijo que existen medios para evitar esas complicaciones. Los
textos sobre muestreo Y tratan en detalle este asunto, de manera que no
1o incluiremos en esta monografia. La idea esencial es que uno puede se-
leccionar m UPM sin reposicidn de tal manera que la probabilidad de in-

) N. N.
cluir la i-&sima UPM en la muestra sea m(ﬁi). Es decir, PE = m(ﬁi).

1/ Por ejemplo, Sample Survey Methods and Theory, por Hansen, Hurwitz

y Madow, Tomo I, Capitulo 8. John Wiley and Sons. 1953.
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fSi:ée?tbmé*una‘muéétra aleatoria simple de k elémen{ss de cada una de las

By anTr e

xUPM seleééloné&és,

m
(—) <—> --2

-De manera que, si los Ni sgrconocen exactamente para todas las M UPM
en la pobldcibn y si existe una lista de elementos en cada UPM, es posible
seleccionar en dos etapas una muestra de n elementos de tal modo que k ele-
mentos de la muestra provengan de cada una de m UPM y cada elemento de la
poblacidn tenga la misma probabilidad de estar en la muestra. En la pridc-
tica, sin embargo; se encuentra una de las dos situaciones siguientes:
(a) No hay informacidn acerca del niimero de elementos en las UPM » 0 (b)
la informacidn que existe es anticuada. No obstante, informacidn anticuada
acerca de varios elementos en la UPM puede ser muy @til. También es posi-
ble que exista una medida de tamafio que pudiera servir mds eficientemente
los propdsitos del muestreo.

(3) Suponga que la carécteristica Y se usa como medida de tamaiio.

Sea Yi el valor de Y correspondiente a la i-€sima UPM de la pobléciﬁn, y

Y. M
sea P, =-1F, en donde Y = ZYi . Se selecciona una muestra de m UPM de tal
Y. i

modo que PE = m(;i) sea la probabilidad de que la i-&sima UPM sea incluida
en lé muestra.

ncdn respecto a la segunda etapa de muestreo, sea f2’ la fraccidn de
muestreo para ‘la selecclon de una muestra aleatoria 51mp1e dentro de la

1—e31ma UPM en la muestra. Es declr P |1 féi(; Entonces,

f;«= m(——)(f (2.5)

21)

Al formular las especzf1cac1ones del muestreo, se podria escoger un

_valor f130 ‘para P.jfg En este contexto, ?ij es la fracc1on global de mues-

ftreo, 0. proporclon de la poblac16n que se 1nc1u1ra en la muestra. Por
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eJemplo,fi_if@”ﬁﬁiéfﬁ”hhéi:ﬁésf?émﬁéi75%§; 13 serla O OST"LO}fSi'éeVSuF

plera que hay unos 50 000 elementos en la poblaclon y se qulslera una.»

muestra de unos 2 000, se podrla f13ar ?’jF@ 0 04 En q§r§§ pa}gpyg§,
si f es 1a fracclon global de muestreo, tomarlamoé‘P i 1gual a f’; Tam-‘
b1en se’ toman deC181ones con reSpecto a 1a medlda de tamano que se. usara}
y el nimero;'m; de UPM que han ‘dé seleccioniarse: B la ecuacidn (2,5,

esto deja por determinar f Se cali:ula”fzi para cada UPM en la muestra

2i°
de la manera siguiente: o
L fY
.fZi‘».mY.
i

21

El uso de las fracciones de muestreo f.. en la segunda etapa de muestreo
daréiawcadé,elementO'devlafpdﬁiéci6n,una-probabilida& igual a f-de ser .

1

R (" i

incluido. en- la muestra. Una:muestrafen que cada“elemento de la poblacidn

)

tiene 1gua1 probab111dad de 1nclu51on se 1lama a menudo ‘una "muestra:

autoponderada .



%ii!;‘CA?Imp‘ I1T. - VALORESESPERADOS; DE. VARTABLES ALEATORTAS.

: 3 1. INTRODUCCION
; La teorla de valores esperados de vqxlables aleatormas se usa mucho
v en 1a teorla del muestreo, en realldad es la base de la teorla del mues-
':reﬁ.‘ Lag’ 1nterpretac10nes de la exactitud de est1mac1ones derivadas de
muéstfhé”brdbébiliétiéaé'debeﬁdén en gran ﬁartélde'ld;téofiaqde valores
espéré&os{;

v‘En el capitulo II se tratd de la definicidn de una variable aleato-
ria, Es una variable qué puede tomar (serfigual a) cualguiéra.de un con-
juntoé&éfiﬁidb de valores:con probabilidad conocida. Sean X; el valor de
X péfagél?i¥gsiﬁbféleméntb.en"ﬁn»bonjuﬁtb de’ N elementos y P, la probabi-
lidadfdé*auéigéésseleccionado el ieésimo‘elemento pof alguna operacidn
aleatoria'de‘m0d6~qug se-conozcé de:antemano Pi; ZCual es el valor éé—

. perado de X?

Definicidn 3.1. .El valor esperado'de una variable aleatoria X es

N N | ,
z P.Xi » donde I P, = 1, La notacidn matemdtica que representa el valor

i=1 i=] - ‘ N
esperado de X es E(X), De modo que, por definicidn, E(X) = I P, X .
' i=1 1

Observe que IP, X es un promedlo ponderado de los valores de X, con

las probabllldades de selecclon como- ponderaclones. "Valor esperado" es

o -

“una: expre51on que 31gn1f1ca 1o mlsmo que "valor medlo". En otras palabras,

-E qu1er'"dec1r ‘el valor medio de" o "determlne el valor medio de" 1la ex-

pre51on que 51ga aE. Por eJemplo, E(xz) (lease el . valor eSperado de X2)

,'se reflere al promedlo de los cuadrados de 1os valores que- toma X. Es de-

‘ c1r,_p9rAdef1n1c1qn,'




Si:todos losAN elemenCOS«tienenfla ﬁismauoportunidad de ser selec—

cionado, todo valor de P t1ene que ser 1gua1 a l-a causa del requlslto

| N, ¢ N ogx
de que ZP =1, En este caso, E(X) =¥ G—)X = —El = X, que es e1
, 1:1 .

promedlo de X para todos los N élementos.

Iluétracida 3.1. Suponga 12 elementos con los siguientes valores

de X:
Xl = 3 X5 =5 X9 = 10
X2 =9 X6 = 3 xlO =3
X3 =3 X7 =4 X11 =8
X4 = 5 X8 =3 x12 = 4
En este conjunto, E(X) ='3 + 9 :2"' t4 5, suponiendo que cada elemento

tiene la misma probabilidad de seleccidn. O, contando el nfimero de veces
Jue se repite cada valor diferente de X, se obtiene una distribucidn de

frecuencias como sigue:

10

O 0o U W
T s = NN W

donde los Xj son los valores diferentes de X, y'Nj es el niimero de veces
que aparece Xj' Hemos notado en el capitulo II que ENj = N, ENij = zxi

IN.X, IX,
¥ que —ge = —§¥.=MX. Suponga que ‘uno de los valoreskxj es seleccionado
j 1
N RV : N. N, - -
aleatoriamente con probabilidad igual a Pj’ donde Pj = f% "ﬁl . ¢Cudl

es el valor esperado de X? Por definicidn, E(X)f-= Zijj = zﬁlxj:a.

IN.X:. 5o«
'—%rj-= X. El estudlante puede ver1f1car que, en esta ilustracién, E(X)=5.
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Note que las especlflcaclones de selecclon equlvalian a la seleccidn

aleatorla, cbh probab111dades 1gua1es ‘de uno de los 12 elementos.

L}

Inc1dentalmente, una dlstrlbuc1on de frecuencias y una distribucidn

de probabilidades son muy parecidas. La distribucidn de probabilidades

de X seria:
X. P.
J
3 5/12
4 2/12
5 2/12
8 1/12
9 1/12
10 1/12

Los 12 valores, Pi =-%, para los 12 elementos son también una distribu-
cidn de probabilidades. Esta ilustracidn muestra dos maneras de tratar
el conjunto de 12 elementos.

Al determinar valores esperados, tenga la seguridad de entender las
definiéionés_del conjunto de valores que lalvariable aleatoria podria

tomar y las probabilidades involucradas.

Definicidn 3.2. Cuando X es una variable aleatoria, el valor espe-

rado de una funcidn de X es, por definicidn,

E{£(X)} =i§1Pi{f(xi)}

Algunos ejeﬁplds.&e'funciones sencillas de X son: £(X) = aX; £(X) = X2;
f(X) = a + bx + cXZ' f(x) = (x - X)2 Para cada valor, X » en un conjunto
deflnldo, hay un valor correSpondlente de f(x )

Ilustrac1on 3 2. Suponga que f(X) ='2X +'3. Corn referencia al con~

fJunto .de, 12 elementos anallzado anterlormente, hav 12 valores de £(X, )
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”f(xl) = 2(3) +3=9
£(X,) = 2(9) + 3 =21

f(XIZ) =2(4) +3=11

Suponiendo que Pi =~%, el valor esperado de f£(X) = 2X + 3 seria
124 1 1 1
E(2X + 3) = L —(zx + 3) = (TE) (9)+(—1—2—)(21)+...+(-1—5)(11) = 13
1=1

En términos algebraicos, para £(X) = aX + b, tenemos
N , .
E(aX + b) =i£1Pi(aXi + b) = ZPi(aXi) + EPib | (3.1)

Por definicidn, ZPi(aXi) = E(aX), ¥y ZPib = E(b). Por lo tanto,

E(aX + b) = E(aX) + E(b) (3.2)
Pues que b es constante y ZPi = 1, EPib = b, lo que conduce al primer
teorema importante en valores esperados:

Teorema 3.1. El valor esperado de una constante es igual a la cons-
tante: E(a) = a.

Por definicidn, E(aX) = EPi(aXi) = aEPiXi. Puesto que EPiXi = E(X),
tenemos otro teorema importante:

Teorema 3.2, Ellvalor.gsperado de una constante multiplicada por
una variable es igual a la constante multiplicada por el valor esperado
de la variable: E(aX) = aBE(Xx).

Aplicando estos dos teoremas a la ecuacidn (3.2), tenemos E(aX + b) =
aE(X) + b. Con‘relaciﬁn-a la ilustraci6n 3.2, tenemos E(2X + 3) =
2E(X) + 3 =2(5) +3 = 13, que es el mismo resultado obtenldo en. el

ejemplo numérico que presentamos 1nmedlatamente antes de la ecuaclon (3 1).
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Ejercicio 3.1. Suponga que una variable aleatoria puede tomar cual-

quiera de los siguientes cuatro valores con las probabilidades indicadas:

Xl = 2 X2 = 5 X3 = 4 X4 =6
P1 = 2/6 PZ,B 2/6 ‘ P3 = 1(6 | P4 = 1/6
(2) Determine E(X). ~ Respuesta: 4.
(b) Determine E(X2).  Respuesta: 18%. Note que E(X2) # {E(X)}2.
(c) Détermine E(X-i); ~ Respuesta: 0., Note: Por definicifn,
- 4 -—
E(X-X) =.Z'Pi(Xi- X).
i=]
(d) Determine E(X-i)2 * Respuesta: 2%5 Note: Por definicionm,
4
X)2 = - Y2
E(X-X) izlPi(Xi X)<.

Ejercicio 3.2. Del siguiente conjunto de tres valores de Y se ha de

seleccionar un valor con una probabilidad P;:

Y1 = ;2 Y2 = 2 Y3 =4

P1 ='1/4 P2 = 2/4 P3 = 1/4
(a) Determine E(Y). Respuesta: 1%.

el : SRS R ¢
(b) Determine E(Y) . Respuesta: 3/16, Note: EQ) # E(Y).
(c) Determine E(Y-Y)2. Respuesta: 4%%

3.2 VALOR ESPERADO DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

La suma de dos o mds variables aleatorias es también una variable
aleatoria. Si Xan»éOn dos'variables aleatorias, el valor esperado de
X + Y'es igual al valdr.ebperado de X mds el valor esperado de Y; es
decir, E(X +Y) = E(X) + E(Y). Dos ilustraciones numéricas ayudgran a
“aZiéiafﬁiﬁ situacidn,

Ilustracibn 3.3;}”Coﬁbjdéreflhé?dbpﬁvatiéﬁles:alqatoriasVX eYde: -

los ejercicios 3:1'y. 3:2:

:* E(x~i)2_es una not#Ciﬁn mﬁs cbnvgniéhtéﬁqﬁe Ef(ﬁli)z}‘
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Xy =2 P =206 Y =2 B=1/4
X,=5 P, = 2/6 Y, =2 ‘p; = 2/4
Kg=md  Py=1/6 Yy =4 5= 1/4
X, =6 B, =1/6

Suponga que se seleccionanun elemento del primer conjunto y un ele-
mento del segundo conjunto, con las probabilidades indicadas arriba,
{Cud@l es el valor esperado de X + Y? La probabilidad conjunta de obtener
xi e Yj es PiPE, porque las dos selecciones son independientes. (Vea la

pagina 40 para una explicacidn de "independencia.") Entonces por defi-

nicidn,
. 4 3 '
EX+Y)= L EPP(X +Y) (3.3)
i=1 j=1 *
Los valores posibles de X + ¥ y la probabilidad de cada uno son:
X+Y P.P% X+Y P.P?
1] . ij
x1 + Yl = 0 P,P] = 2/24 x3 + Yl =2 1)31’1 = 1/24
x1 + Y2 = 4 PIPZ = 4[24 x3 + Y2 = 6 P3P2 = 2/24
x1 + Y3 6 P1P3 = 2/24 x3 + Y3 = 8 P3P3 = 1/24
x2 + Y1 =3 P2P1 = 2/24 xa + Yl = 4 P4P1 = 1/24
x2 + Y2 7 P2P2 = 4/24 x4 + Y2 = 8 P4P2 = 2/24
| x2 + Y3 =9 P2P3 = 2/24 x4 + Y3 = 10 P4P3 = 1/24

Como verificacidn, la suma de las probabilidades tiene que ser 1 si
todas las sumas Apnreceh en la lista y la probabilidad de cada una ha
sido determinada correctamente. Substituyendo los valores de Xi + Yj y
Pin en la ecuacidn (3.3) obtenemos 5,5 para el valor esperado de X + Y,
como sigue:

ZIO) + GIW) + .ou + () (10) = 5,5

‘De los ejercicios 3.1 y 3,2 tenemos E(X) = 4 y E(Y) = 1,5. Por lo

tanto, E(x) + E(Y) = 4 + 1 5 =5,5, lo que ver1f1ca la af1rmac16n ante-

rior de que E(X + Y) = E(X) + E(Y)
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~ Ilustracidn 3.4, ‘Suponga qué se selecciona una muestra aleatoria
'de'ngﬁglementos.con tépOSiqisn de ia.bOblaciGn de cuatro elementos usada
en ejérciéio 3.1, Sean xi el primer valor seleccionado y Xy el segundo.
Entonces X, ¥ x, son variables aleatorias y sg.guma es una variable alea-
toria, Los valores posibles de X + *2 y.la probabilidad de cada suma,
P(kl,xz);‘apareéen abajo. Observe que cada orden posible de seleccidn

se trata separadamente.

X xé P(xl;xz)‘ X, + #2 X X, P(x),%,) X, + xé
X, X, 4/36 4 X; X 2/36 6
X, X, 4/3 7 X X, 2/36 9
X, X3 2/36 6 | X; X, 1/36 8
X, X, 2/39 8 X, X, 1/36 10
X, X; 4/36 7 X, X; 2/36 8
X, X, 4/36 10 X, X, 2/36 11
X, X, 2/36 9 X, X, 1/36 10
X, X, 2/36 11 X, X, 1/36 12

Por definicidn, E(x1 + x2) es

4 4 2 L =
36(4) + 3g(7) + 35(6) + ...+ 5(12) = 8
~En el ejercicio 3.1 encontramos que E(X) = 4. Desde que X, es la misma
variable aleatoria que X, E(xl) = 4., También X, es la misma variable
aleatoria que X, y E(xz) = 4, Entonces, E(xl)'+ E(xz) = 8, lo que veri-
flcgfque;E(xl +'x2) = E(xl) + E(x2).
En generai; si X e Y son dos variables aleatorias, en donde X toma

lbs v§lofes,xl, sy XN,!e.Y;tomatlos valoreS'Yi, tovy YM, entonces

E(X+Y) = E(X) + E(Y)+ -La deﬁqétraciﬁn;gsfcdmb sigue: Por.definicidn,

. C . A ' '

. et ENMes - s a esn O A D R o L
CEX +Y) =»EZPij(xi +?¥5)!;§0n4e Rijjes“lazprObabilidad,de obtener la
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suma Xi + Yj, y ZEPij = 1, La sumatoria doble incluye todos los valores
posibles de Pij(xi + Yj)' Seglin las reglas aplicables a las sumatorias,

podemos escribir:

NM NM NM
IIP. . (X, + Y.) = IIP,.X. + IIP..Y, (3.4)
i 11 j ij Wi ij 1373

En el primer término del segundo miembro,‘xi es constante con respecto
a la suma en j; en el segundo término, Yj es constante con respecto a la
suma en i, Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuacidn (3.4) puede

escribirse como

N M M N
ZXiZPi. = ZY.ZPi.
ijJ jJiJ
M N
Y puesto que ?Pij = Pi’ y ?Pij = Pj’ la ecuacidn (3.4) queda
NM N M
EZPi.(Xi +Y)= EXiPi + LY.P,
ijJ J i jJJ
N M
Por definicidn, iZXiP:.L = E(X), vy EYij = E(Y).
i k|

De manera que E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Si la demostracidn no le resulta evidente, escriba los valores de
Pij(xi + Yj) en forma de matriz. Entonces, siga los pasos de la suma
en la demostracidn.

Es resultado dado arriba se exéiende a cualquier niimero de variables
aleatorias; es decir, el valor esperado de una suma de variables aleato-
rias es la sﬁma de los valores esperados de cada una. En efecto, hay un
teorema muy importante que es aplicable a una combinacidn lineal de va-
riables aleatorias.

“Ieoreqa 3.3: Sea u - aju; + ...+ au, donde u;, ..., u, sOD va-
riabiés a1éatori§s Y a;5 «+s» 8 SON constantes. Entonces

E(u) = a,E(u;) + ... + a,E(u), o, empleando sumatoria,
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A k k
E(u) = Ei.‘:aiui = iaiE(ui)

La generalidad del teorema 3.3 es impresionante. Por ejemplo, con
respecto al muestreo de una poblacidn Xl’ ey X Uy podria ser el valor
de X obtenido en la primera seleccidn, u, el valor obtenido en la segun-
da seleccidn, etc. Las constantes podrfan ser ponderaciones. Entonces,
en este caso, u serfa un promedio ponderado de las medidas tomadas de la
muestra. O, suponga que §1, §2, ceey ik son promedios de una muestra
aleatoria para k grupos distintos de edades. Los promedios son variables
aleatorias y el teorema podria aplicarse a cualquier combinacidn lineal
de precimedios. En realidad, u. podrig ser cualquier funcidn de variables
aleatorias. Es decir, la inica condicidn que sirve de base para el teo-
rema es que u. sea una variable aleatoria,

Tlustracidn 3.5. Suponga que deseamos encontrar el valor esperado

de (X + Y)?, donde X e Y son variables aleatorias. Antes de poder apli-
car el teorema 3.3, tenemos que elevar (X + Y) al cuadrado. Entonces,
E(X + Y)2 = E(X2 + 2XY + Y2), La aplicacidn del teorema 3.3 da E(X+Y)2 =
E(X2) + 2E(XY) + E(Y2).

Ilustracién 3.6. Ahora mostraremos que

E(X-X) (Y-Y) = E(XY) - XY, en donde E(X) = X, y E(Y) = ¥.
Pues que (X~-X)(Y-Y) = XY~ XY~ XY + XY, tenemos

E(X=X) (Y-¥) = E(XY-XY-XV+X¥)
y la aplicacidn del teorema 3.3 nos da

E(X-X) (Y-¥) = E(XY) - E(XY) - E(X¥) + E(XT)

f, yaque X e Y son constantes, E(XY) = XE(Y) = XY, E(XY) = XY y E(XY)= X¥

Entonces, ‘E(X=X) (Y-¥) ‘= E(XY)' - X¥.'

Ejercicio 3.3. 'Suponga que E(X) = 6 y E(Y) = 4. Determine

(a) “E(3R +4Y)° Respuésta: = 28
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(b) {E(2X)}2 Respuesta: 144

() VE() Respuesta: 2
(d) E(5Y-X) Respuesta: 14

Ejercicio 3.4. Demuestre lo siguiente, suponiendo que E(X) = X

vy E(Y) = ¥:
(a) E(X-X) =0
(b) E(aX-bY) + cE(Y) = aX + (c-b)¥
(c) E{a(x-X) + b(¥-¥)} =0
(d) E(X+a)2 = E(X2) + 2aX + a2
(e) E(X-X)2 = E(x2) - X2
(f) E(aX+bY) = 0 para cualesquiera valores de a y b si

E(X) = 0 y E(Y) = 0.

3.3 VALOR ESPERADO DE UN ESTIMADOR
El teorema 3.3 se utilizard ahora para determinar el valor esperado

del promedio de una muestra aleatoria simple de n elementos seleccionados
sin reposicidn de una poblacidn de N elementos. El té&rmino "muestra
aleatoria simple" implica selecciBn sin reposicién y con probabilidades
iguales.. La media muestral es

- x1+...+ xn

X =
donde X, es el valor de X correspondiente al i-&simo elemento en la mues-
tra. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar el subfndice de x
como correspondiente a la i-€sima seleccidn; es decir, x, es el valor de
X obtenido en la primera seleccidn, X, el valor obtenido en la segunda,
etc. Desde que cada x; es una variable aleatoria, X es una combinacidn

lineal de variables aleatorias. Por lo tanto, es aplicable el teorema 3,3:

LEG =BG .+ E(x )}
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En el capitulo anterior, seccidn 2;6,eséablecimosque‘Eualquier elemento
dado de la poblacidn tenfa una probabilidad %’de ser seleccionado en la
i-€sima seleccidn. Esto quiere decir que xi es una variable aleatoria que
tiene probabilidad %’de tomar cualquier valor incluido en el conjunto de
la poblacidn Xl, coes XN. Por lo tanto,

E(x;) = E(x) = .00 = E(xn) =X vy

E(;{)=X+.;.+X=i

El hecho de que E(x) = X es una de las muy importantes propiedades del pro-
medio de una muestra aleatoria simple. Incidentalmente, E(x) = X tanto en
el muestreo con reposicidn como en el muestreo sin reposicidn.

Definicion 3.3. Un par@metro es una cantidad calculada a partir de

todos los valores de la poblacidn. E1 total de X, el promedio de X, la
proporcidn de elementos para los cuales Xi < A, o cualquier otra cantidad
calculada de medidas que incluyen todos los elementos de la poblacidn, es
un par@metro. El valor numérico de un paridmetro es generalmente descono-
cido, pero existe por definicidn,

Definici6n 3.4. Un estimador es una fdrmula o regla matemitica para

lograr una estimacidn de una muestra. La f8rmula para determinar la media

Ix,
muestral, x = —;5 » €8 un ejemplo sencillo de un estimador. Suministra
X,
una estimacidn del par@metro X = 5

Definicidn 3.5. Un estimador es insesgado cuando su valor esperado

es igual al par@metrodel cual es una estimacidn. En el ejemplo citado
arriba, x es una estimacin insesgada de ¥; porque E(x) = X.

Ejercicio 3.5. 'Suponga una poblacidn de cuatro elementos que tienen

los siguientes valores de X: x1'='2; X2“= 5; x3 = 4 X4'=’6. Demuestre
que, pard=muestrasféléatoridsWSimpIes de 'tamafioc 2, Nx es un estimador ‘in=

sesgado del total de la‘pob':l.a‘ic;i6xi"~,‘Ex_i = 17. Haga una’lista de todas las
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muestras posibles de tamaﬁo 2 y calcule Nx paravéadé‘ﬁuéséré. Esto pro-
ducird el conjunto de valores que puede tomar la variaﬁie aleatoria Nx.
Considere la probabilidad de cada uno de los valores posibles de Nx y
muestre aritméticamente que E(fix) = 17.

Una muestra de elementos de una poblacidn no siempre se .selecciona
con probabilidades de seleccidn iguales. El muestreo ésg‘brobabilidades
desiguales es complicado cuando el muéstreo es gin reposicidn, de manera
que nos limitaremos al muestreo con reposicidn.

Ilustracidn 3.7. El conjunto de cuatro elementos y las probabili-

dades asociadas que'usamos en el ejercicio 3.1 servirdn como ejemplo de
estimacidn insesgada cuando se seleccionan muestras de dos elementos con
probabilidades desiguales y con reposicién. Nuestro estimador del total

de la poblacidn, 2 + 5+ 4 + 6 = 17, serd

|1

n
I

X = ij=] "1
n

-]

El estimador x” es una variable aleatoria. -Sigue una lista del conjunto

de valores que puede tomar x“ y las probabilidades respectivas:

Muestras posibles xg Pj Muestras posibles xg Pj
X, %) 6 4/36 XX, 19,5 4/36
XX, 10,5 8/36 XX, 25,5 4/36
x,% 15 4/3 X%, 24 1/36
XX, 21 4/36 X%, 30 2/36
X)X, 15 4/36 X, X, 36 1/36

Ejercicio 3.6. Verifique los valores citados de xg y Pj y determi-~
ne el valor esperado. de .x”., Por definicidn, E(x*) = EijE. Su respuesta
debe ser 17, porque x” es un estimador insesgado del total de la pdbla-

cidn.,
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Con e1 f1n de con31de>rar un caso general de muestreo con repos:.-
5 I spowleny osoa
c1on y. con probabllldades des:Lguales, suponga que en la poblacmn X toma
los .valorgs f_}’{l,:‘ s )Sj«’ e XN ¥ que la.s probabll;d?dgs de seleccidn
son :espgc;iyamepte Pl’ crey Pj’ e PN. Sea xi el valoj: |_de X corres-
pondiente al. i-fégi;ggo elemento en. una_»»mqestra de n ‘elementos Y Py la pro-

babilidad de seleccidn de ese elemento. Entonces, un estimador insesgado

del total de la poblacidn es

n x,
x* =I =
i=1Pi
‘ , N
Ahora demostraremos que E(x”) = I Xj. ~ Para facilitar la comparacidn de x~
. j=1
con u en el teorema 3.3, x° puede escribirse como sigue:
.15 15
X =H(;-)+con +';l'('—r}')
1 Py
X.
Ahora estd claro que a, = 1 y que u, = -+ . Por lo tanto,
i n i pg
1,5 *n
E(x®) = = {E(—) + ... + E(~)} (3.5)
n " py P,
*1
-La cantidad -I-)—, que es el resultado de la primera seleccidn aleatoria de
1

la povlacidn, es una variable aleatoria que podria tomar cualquiera de los

X XN .. x,
»oeees oo La probabilidad de que -1;— tome el va~

slgulentes valores. -

! N 1
lor --l es PJ. Entonces, por definiciSn, :

J : s
x N N
, E(—-) = 1P, (il) = X,
P33
X,
quple;__,”g].’tg\qes_t}:eove‘s: con reposicidn, es obvio que cualquier -I-J-J-' es la
. .misma‘variable ‘aleatoria que -1;-}- «'Por ‘1o “tanto; la ecuacidn (3.5)' resulta
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E(x“) = 5K
i

TEﬂerciéio;3.75*4Como:cOrolario; &emUestrefque el ‘valor esperado dé
. .

f- es 1gua1 al promedlo de la poblaclon.  :

Ya' debe: estar famlllar;zandose con la idea de que un- estlmador con~-
struido con 1os datos ‘de una muestra probabllistlca es una’ varlable alea-‘
toria.. Las- personas responsables del disefio y la seleccidn de muestras
y de la produccidn de'estimaciones derivadas de muestras se interesan en
el conjunto de valores que puede‘tdmar un estimador basado en una muestra

y con las probabilidgdes asociadas con ellos,

Definicidn 3.6, La distribucidn de un estimador generado por el

muestreo probabilistico es la distribuciSn en el muestreo del estimador.
Los valores de xg y Pj en la ilustracidn numérica 3.7 son un ejemplo
de una distribucidn en el guestfeo. Los estadisticos se interesan prin-
cipalmente en tres caracteristicas de una distribucidn en el muestreo:
(1) el promedio (centro) de la distribucidn con relacian,alvvgior,delv
>ardmetro que se estima, (2) una medida de 1a variacidn de valores posi-
bles dgnug‘egtégadpr cpn‘:gspgctq al promedio qe,la distribucidn, y (3)
la formé”dg lérdiﬁt?ibuciﬁp. Acabamos de tratar de la primera. ‘Cuando
"el valor esperado de un estlmador es 1gual al parametro que -se estima,’
sabemos que el promedlo de 1a dlStrlbUCIOn en el muestreo es 1gua1 al

parametro que se estlma. Pero, en la practlca, generalmente o, se cono—

-'.\

cen los valores de los parametros. Para Juzgar la exactltud de un estl--

mador, nece51tamos 1nformac10n acerca de las tres caracterlstlcas de la'”

N

d13tr1buc1on en el muestreo. Tratemos ahora de la medlda mas generalmente@

aceptada de la varlaclon de una varlable aleatorla.
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3.4 VARIANCIA DF UhA VARTABLE ALEATORTA

La variancia de una varlable aleatorla, A, -es el promedio de los
- \~ .

-cuadrados de los valores de las desviaciones de X respecto a su- medla,
es decir, ‘es el valor medlo de (X--X)2 La raiz cuadrada de: la var1anc1a
es la deSV1ac1nn estandar de la variable.

Definicidn 3.7, EI términos de valores esperados, la variancia de

una varisble aleatoria, X, es E(X—i)z, donde E(X) = X. Puestp que X es.
una variable g%eato;ia, (X-X)2 e8 una variable aleatoria ¥, por defini-~

cidn de valor esperado,

N
E(X-X)2 = 3p. (x - X)2
.'1.

En el caso de que Pi = éy tenemos la fSrmula m@s conocida de la variancia:
' N
z(x - X)?

= g2
v ox

E(X-K)2 =
Los varios simbolos que representan la variancia incluyen ¢2, 02,
ve, s2, Var(X) y V(x) Lg va;iancia a menudo se define como
. -2
E(Xi‘ X)
N~-1

Esto se explicard en la seccidn 3.7.

3 4.1 VARIANCIA DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES
Dos varlables aleatorlas X e Y, son: 1ndepend1entes si la probabl-

J;dad couJunta, 5 de obtener X e YJ ‘os igual a (P, )(P ), en donde P

es la probabllldad de. selecc1onar X del conJunto de valores de X, y PJ

es la probabxlldad de selecclonar YJ del conJunto de valores de Y., La

-v’x X

3vat1anc1a»"e 1a ‘suma de dos variables; aleatorlas 1ndepend1entes es la

‘suma,de la var1anc1a de Ja.’ prlm 1} s gunda.. Es dec1r,

a g2 4 g2
X+Y‘ 9x + °Y


http:decir,,.es

77

: Ilustraciﬁn 3.8. En la ilustggciépﬁ§$§3 §¢g.gieygnﬁiﬁdepen4§eq;es.
Hi?imos Eqaégéggéidgﬁtgﬁqs los yaigtgskygsiPJestyaxif_?j'y~1a;P¥9babi_
lidad de ;adg uno. De esa lista podemos calcular fdcilmente la .variancia
de X ;‘Y. Pof‘definician; |

- E{(x+g)-(i+?)}2 = i??ipj{(xi+ Yj)4(2+§)}2 (3.6)
Substituyendo en la ecuacidn (3.6), tenemos |

2
T%+y

85

2 05 524 b ae 5y2 1 rioos 5y2 o
24(0 5,5)%+ 24(4 5,5)%+.,. .+ 24(10 5,5) 12

2 =
OX+y

Las variancias de X y de Y se calculan como sigue:

2 o mexn? = 2e0-0v2e 2esay2e Leaoanze Ligay2 o 1
ox E(X~X) 3(2 4)e+ 6(5 4)4+ 6(4 4)<+ 6(6 4) 3
2 = B(Y-7)2 = L(-2-1,5)2+ 2(241,5)2+ L(4-1,5)2 = 12
Oy E(Y-Y) 4( 2-1,5)4+ 4(2 1,5)<+ 4(4 1,5) 3
' . 2 2 7,19 85 ‘s P
Ahora tenemos oy + oy = 3-+ 7 %12 lo que verifica la declaracidn hecha:

la variancia de la suma de dos variables aleatorias independientes es la
suma de las variancias.

Ejercicio 3.8. Demuestre que E{(X+Y)-(X+Y¥)}2 = E(X+Y)2- (X+Y)2,

‘Después calcule la variancia de X + Y para el caso de la ilustracidn 3.3,

.usando la fdrmula °§+Y = E(X+Y)2 - (X+Y)2. El resultado debe ser igual

al resultado obtenido en la ilustracidn 3.8.

Ejercicio 3.9. Refiérase a la ilustracidn 3.3 y a la lista de posi-

bles valores de X+Y y de las probabilidades correspondientes. En vez de
Xi + Yj,"haga una lista de los productos (Xi— i)(Yj- ¥) y muestre que

Efercicio 3.10. Calcule E(X-X) (Y-Y) para el ejemplo numérico usado

en la ilustracidn 3.3, usando la f&rmula E(XY) - XY que se derivd en la

"ilustracion 3.6.

3.4.2 VARIANCIA DE LA SUMA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS DEPENDIENTES

.. La variancia .de variables aleatorias dependientes involucta la
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‘covarianeia, ‘que ‘se’define como sigue:

~ -Definicidn 3.8. La covariancia de dos variables aleatorias, X e Y,

ESTE(X-R)(Y-§),:dondé E(X§'$‘§', y E(Y) = Y. Por la definicidn de valor
esperado, : S o - _
. E(X=X) (Y-Y) =.§§Pij(xi— X)(Yj— Y)
‘ ij
donde la doble sumatoria cubre todos los valores posibles de X y de Y.
Los simbolos .comfinmente usados para representar la covariancia son
Oy SXY y Cov(X,Y). |
Puesto que (X+Y) - (X+Y) = (X-i)+(Y-?), podemos derivar una f8rmula
para la variancia de X+Y como sigue:
2 = -(X4+VY 12
O+ E{ (X+Y)-(X+Y)}
= E{ (X-X)+(Y-¥))2
= E{(X-%)2 + (¥-1)2 + 2(x-K) (¥-¥))
Entonces, segiin el teorema 3.3,

o§+¥ = E(X-X)2 +E(Y-¥)2 + 2E(X-X) (Y-Y)

y por definicidn obtenemos

2 = g2 4 N2
°x+Y ox + GY + ZOXY

A veces se usa OXX en vez de c§ para representar la variancia, De modo

que

GXX + UYY + 2°XY

2 5
OX+Y
En el caso de dos variables aleatbrias independientes, Pij = Pin. Por

lo tanto, E(X-X)(Y-Y) = IZP.P,(X.- X) (Y.~ ¥).
o , 45 137 I
Escriba en detalle, 8i es necesario, la expresidn siguiente para compro-

bar.que es correcta: _ ,
ZEP.P (X~ X) (Y.~ ¥) = ZP. (X.~ D)ZP.(Y.m §) = )
i3 1PJ(X1 ,X)(YJ Y) iP;(X1 ,¥)§?J(YJ ?). 0 | “(3 7)

Esta ecuacidn.establece:que: la :covariancia Oyv €8 cero'cuando X:e Y. son
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independientes. Fijese que, en 1aig8ua&iah“(Q@Z),Eggi(xi+éi)b#;E(x-i),
y ng(Yj- ¥) = E(Y-¥), 1o que,.g#‘g;iéasq‘ggjygfigblgsugigatpriag inde-
pegdientes, demuestré que E(X-i)(Y—?) = E(k-f)E(Yf?), ’Al trabajar con
variables aleatorias iﬁdepehdiéntéé; a menudo sereﬁCUeﬁtra muy Gtil el
siguiente teorema importante:

Teorema 3.4. El valor esperado del producto de variables aleatorias

independientes, Ugs Upyy eess u ., es ¢l producto de sus valores esperados:

E(uluz...uk)==E(ul)E(uz)...E(uk)

3.5 VARIANCIA DE UN ESTIMADOR

La variancia de un estimador obtenido de una muestra probabilfstica
deéende del método de muestreo. Derivaremos la formula para la variancia
de x, el promedio de una muestra aleatoria de n elementos seleccionados
con probabilidades iguales,'con reposicidn y sin ella. Dgspués, se de-
rivard la variancia de un estimador del total de la poblacidn para el

caso de muestreo con reposicidn y probabilidades desiguales de seleccidn.

3.5;1 PROBABILIDADES DE SELECCION IGUALES
La variancia de x, el promedin de una muestra aleatoria de n ele-
mentos seleccionados con probabilidades igualés y con reposicidn de una

poblacidn de N elementos, es N
‘ - ¥)2
2 2

vVar(i);?f?§', donde o; = 3¥—ir———-.

La demostracidon es la
siguiente:

Por definiqian,*Var(i)'= E{x-E(x)}2. Hemos demostrado que E(x) = ¥.
Por Id‘tahto§7Var(§)”=:E(i'éji)z.‘ Por substitucidn y manipulacidn alge-

braica ‘obtenemos



X, * o0 + x

3 Vaﬁ(§)9=;ﬁ(¢1." e x)2-

L (= X) + a0 + (x = X)
= E( 1 n )2

n

- -1-2-.3{ z (x;~ B2+ T Bxg- X x,- X}
i=1 i#]

Aplicando el teorema 3.3, obtenemos
Var x) =+ { z E(x,- X)2 + & IE(x,- X)(x - X)} (3.8)
n? i=1 i#j

La ecuacidn (3.8) se puede escribir en forma detallada como sigue:
Var (x)= %Z{E(x17§)2fE(x2-i) 24,, .+Ev(xl-}_{) (xz-i)+1z(x1-1'c) (x3-)’{)+. o}

Ya que el ﬁﬁesfreo es con reposicidn, X; ¥ xj son independientes y
las covariancias son nulas. Por ejemplo, E{(xl- i)(iz- X)} =
E(xl- i)E(xz- X) y sabemos que E(xl- Dy E(xz- X) son iguales a cero.
Ahora, considere E(xl- X)2. Ya hemos mostrado que X, es una variable
aleatoria que puede tomar cualquiera de los valores Xl,‘..., XN de la

poblacidn con probabilidades iguales. Por lo tanto,

N -
z(xj- X)2

-®2 e =2
E(x1 X) N o%
El mismo argumento es aplicable a Xys Xq» etc. gor lo tanto, la ecuacidn
g
=y = L, (02 2y = X
(3.8) se redgce a Var(x) nz(ox + oes + Ox) =

El procedimiento matemdtico para determinar la variancia de x cuando
el muestreo es sin reposicifn es el mismo que en el caso de muestreo con
reposxclon, hasta la ecuacitn (3.8) inclusive. Las covariancias que apa-
-recen‘en la ecuacidn (3.8) no son nulas: porque Xx. 'y xJ no son independien-
tes. Por ejemplo, en la primera selecci&n un elemento tiene probabilidad

'% de ser. selecc;onado, i pero ennla segunda selecclon la probabllldad es

,condlclonada;por el. hecho. de que el elemento escogldo en la prlmera selec-

"¢;6n:no fue repuesto. COnsldare la primera covarzancla en la ecuaczon (3.8).
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Para determinar*E(xlj i)(xzé i) tenemos que. considerar el conjunto de
valores que podria tomar (xy- i)(xé- X). Nos ayudari considerar la si-

guiente matriz:

(X,- X)2 (x,- X) (X,- X ... (x,- X) (X~ X)
(xz-i)(xl- X) (X,- X)2 e (K- i)<xN-i)
(ﬁ-mmfi) afixg-m cee mfiﬂ

La variable aleatoria (xl- i)(x2~ X) tiene igual probabilidad de ser
cualquiera de los productos en la matriz, excepto los t&rminos cuadrados

de la diagonal principal. Hay N(N-1) de tales productos. Por lo tanto,
NN
pX Z(Xi— x)(xj- X)

B(x,- %) (- ) = i

N(N-1)

Segiin la ecuacidn (1.9) del capitulo I,

NN _ _ N -
? g(xi- X)(Xj- X) = - §(Xi- X)
i#j i
Por lo tanto, N -
Z(Xi— X)2 )

El(xl- i) (xz- i) = - = N(N"l) = - N}_{l

La misma evaluacidn es aplicable a todas las demds covariancias de la

ecuacidn (3.8). Hay n(n-1) términos de este tipo en la ecuacidn (3.8)

2 .
g
y el valor de cada uno es -'E%T . Por esto, la ecuacidn (3.8) se reduce a

n o2
- 1 =\ X
Var(x) = ;Q{ZE(xi- X)s - n(n-l)ﬁ:T
i

Reconociendo que E(xi- §)2‘= oﬁ, y después de algunas operaciones alge-

braicas faciles, obtenemos el siguiente resultado:

b2 . .
ver ) =33 @9
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El factor %—% se llama Mfactor de: correcclon para poblac1ones f1n1tas"
porque noi'se-usaral tratar de: poblac;ones infinitas o al muestrear con
»:ep031c1on, lo que es equivalente a muestrear una poblacidn infinita.

'En%e;ycasb de'dos caracteristicas, X e Y, de elementos en la misma
muestra:aleatoria simple, la covariancia:de x e y es dada por una for-

mula andloga a la ecuacidn (3.9), a saber,

a.
Cov(x,y) =y (3.10)

3.5.2 ngBABILIDADES DE SELECCION DESIGUALES

Herm D
|-:.u|;--?Ic

En la seccidn 3.3 demostramos que x° = es un estimador inses-

=

gad6 del total de la poblacidn. Esto era para el caso de muestreo con
reposicidn y con probabilidades de seleccidn desiguales. Ahora procede-

remos a determinar la variancia de x”.
N
Por definicidn, Var(x”) = E{x” - E(x*)}2. Sea X = in. Entonces,
i
de E(x") = X se deduce que
X X
Ly 4+

. 1 n 2 _ 1.5 X 2
Var (x”) = E( - X)2 = SE{(— - X+ (D - X))
, n®" 'y P,

X

éE{Z(—— -X)2 +3 z(— - X)(—-— -X)}
Py i#k Pi Pr

Aplicando el teorema 3.3, se tiene

Var(x®) = L b S *i *k
ar(x”) = EQ{ZE(;T -X)+¢ ZE(;— - X)(;— -X)} (3.11)
1

idj i k

Note la similitud. entre las ecuaclones (3 8) y (3 11) y Qque los pasos

?que conducen a estas dos ecuaclones son los mlsmos. De nuevo, ya que

nel muestreo -e8 con rep051c10n, las covarlanclas de la ecuacxon (3. 11)
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son nulas. Por lo tanto, la ecuacidn (3.11) se reduce ¢

1 2%
Var(x”) = =,{EE(== - X)?}
i Pi .

X, . ,
Por definiciﬁn,'E(;i-- X)2 = ZPiQFl - X)2, Por lo tanmto,

i i i
N Xi .
:.:.Pi ('1;: - X)

Var(x®) = = (3.12)

Ejercicio 3.11. (a) Refiérase al ejercicio 3.1 y calcule la va-

riancia de x” para muestras de tamafio dos (es decir, n = 2), usando la
ecuacidn (3.12).

(b) Luego pase a la ilustracidn 3.7 y calcule la
variancia de x”, usando los valores numéricos de x*, No olvide que los
valores de x” tienen probabilidades desiguales. Segfin la definicidn 3.7,

: 10
la variancia de x” es I Pj(x3 - X)2, donde X = E(x”), xg es uno de los

10 posibles valores de x” y Pj es la probabilidad de xg.

3.6 VARIANCIA DE UNA COMBINACION LINEAL

Antes de presentar un teorema general sobre la variancia de una
combinacifn lineal de variables aleatorias, se dardn unas pocas rela-
ciones claves entre variancias y covariancias. En las siguientes ecua-
ciones, X e Y son variables aleatorias y a, b, ¢ y d son constantes:

Var (X+a)

Var (X)

[}

Var (aX) = a2Var(X)
Var(aX+b) = a2Var (X)
CoviX+a,Y+b) = Cov(X,Y)
Cov(aX,bY) = abCoQ(X,Y)

'COG(§X4b,cY+d5 = acCov(X.Y)
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Var (X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
Var (X+Y+a) = Var (X+Y)
Var (aX+bY) = a?Var(X) + b2Var(Y) + 2abCov(X,Y)

- Ilustracifn 3.9. Las relaciones anteriores se verifican facilmente

utilizando la teoria de valores esperados. Por ejemplo,
Var(aX+b) = E{aX+b-E(aX+b)}?
= E{aX+b-E(aX)-E(b)}?
= E{aX-aE(X)}2
= E{a(X-X)}2
= a2E(x-X)2
= aVar(X)

Ejercicio 3.12., Tal como se hizo en la ilustracidn 3.9, utilice 1la

teoria de valores esperados para demostrar que Cov(aX+b,cY+d) = acCov(X,Y).
Tal como en el teorema 3.3, sea u = aju, +...+ akpk, donde By sees ay
son constantes y Ups +esy Uy SOM variables aleatorias. Por definicidn, la
variancia de u es
Var (u) = E{u-E(u)}?
Por substitucidn,
, i i \
Var (u) Efalu1 + oee + a,u, E(alu1 + 0. + akuk)}
= —- —- 2 =-
E{al(u1 u) + .. ak(uk uk)} , donde E(ui) u;
Elevando al cuadrado la cantidad dentro de { } y considerando los valores
esperados de los t&rminos resultantes, llegamos al teorema siguiente.
Teorema 3.5. La variancia de u, una combinacidn lineal de variables
aleatorias, es dada por la siguiente ecuacidn:
‘ sk .
Var(u) = I a%o% +1I3%aa.c,.
i Mt g L

ﬁgddnde;ci,es la variancia de’uig y Q?a es la covariancia eqtre'ui‘y u,.
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Los teoremas 3.3 y 3.5 son muy dtiles, porque muchos est1madores
basados en muestras probabllistlcas son comb1nac1ones Ilneales de va-
riables aleator1as.

Ilustracidn-3.10. Supodga que de una muestra aleatoria simple se

han obtenido datos correspopdientes a dos caracteristicas, X e Y, siendo
los valores en la muestra Xys eees xn, e yl, ceey yn. {Cudl es la va-
riancia de x - ;7 Con base en la teoria y resultados que har sido pre-
sentados, se puede proceder inmediatamente a escribir la respuesta.

Por el teorema 3.5 sabemos que Var(x - y) = Var(x) + Var(y) - 2Cov(x,y).
De las especificaciones del muestreo, conocemos 1a§ variancias de x e

¥ y la covariancia. Vea las ecuaciones (3.9) y (3.10). De modo que se

obtiene facilmente el resultado:

Var(x - y) .= ( )( )(c2 + 02 - 20 (3.13)

XY)
Algunos lectores podrian tener curiosidad acerca de la relacidn
entre covariancia y correlacidn. Por definicidn, la correlacidn entre

XeYes

Covix,¥)  _ ‘xy

"xy Warvar(¥) %%y

Por esto, se podria poner ryy%%y ©n vez de Oyy ©n la ecuacidn (3.13),

Ejercicio 3.13. Suponga que en una publicacidn estadistica se en-

cuentra que el rendimiento del maiz es de 87 quintales por hectirea en
el Estado A y 83 es el rendimiento estimado para el Estado B. Los
errores estdndares. estimados son 1,5 y 2,0 quintales. Usted se interesa
en el error estdndar de la diferencia en rendimiento entre los dos Esta-
dos y quiere saber la magnitud de la diferencia estimada en relacidn con
su error estandar., Determine el error estdndar de la diferencia. Puede

aceptar que las dos estimaciones de rendimiento son independientes, por-

que la seleccitn de la muéstra en un Estado fue enteramente independiente
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de la otra. Respuesta: 2,25,

Ilustraciﬁﬁ 3.11. Sin duda los estudiantes familiarizados con el

muestreo ya habrén reconocido la aplicacidn de los teoremas 3.3 y 3.5 a
varios planes de muestreo y métodos de estimacidn. Por eJemplo, en el
caso del muestreo aleatorio estratificado, un estimador del total de la
poblacidn es

X = lel

+ e+ Nk:':k = IN;X,
donde N, eé el nlimero de unidades de muestreo de la poblacidn que se
encuentren en el i-&simo estrato, y ii es el promedio por unidad de mues-
treo de la caracteristica X correspondiente a una muestra de n, unidades
de muestreo del i-8simo estrato. Seglin el teorema 3.3,

E(x) = EINX, = IN.E(x,) .
Si el muestreo es tal que E(ii) = ii en todos los estratos, x” es un es-

timador insesgado del total de la poblacidn. Seglin el teorema 3.5,

Var(x”) = N%Var(:?l) + ovee + N§Var(§ (3.14)

»
No hay t&rminos de covariancia en la ecuacidn (3.14), porque la seleccidn
de la muestra en un estrato es independiente de 15 hecha en otro estrato.
Suponiendo una muestra aleatoria simple en cada estrato, la ecuacidn (3.14)
se particulariza asi:

N,-n; 02 N n oﬁ
Var(x”) = N2( 1) Ly .+ NZ(——T)——

n
k k

_ en donde c% es la variancia de X entre unidades de muestreo dentro del
i-&simo estrato.

Ilustracidn 3.12. Suponga que xI, vees xi son estimadores insesgados

independientes de la misma cantidad, T. Es decir,.E(x;)_? T. Sea oi la
variancia de x7.

Considere un promedio ponderado de los. estimadores; a saber,
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X7 =W x] ot  w X (3.15)
donde Zwi = 1. Entonces
) = - -~y o
E(x”7) le(gl) + e + wkE(gk) T (?.16)
Es decir, para cualquier conjunto de ponderaciones con Zwi = 1, el valor

esperado de x” es T. ' {COmo deberdn escogerse las ponderaciones?

La variancia de x” es

Ay gl 2,2
Var(x”) wio] + 00+ wioy

Si ponderamos igualmente los estimadores, w, = % y la variancia de x” es

1 Zoi
Var(x”®) = *lz(—'l'(—) (3.17)

lo que es la variancia media dividida por k. Sin embargo, es razonable
dar mayor ponderacidn a los estimadores que tengan variancia baja. Con
la utilizecidn del cdlculo diferencial podemos determinar las pondera-
ciones que minimicen la variancia de x”. Las ponderaciones dptimas son

inversamente proporcionales a las variancias de los estimadores. Es-.

decir, w, « lg .
i o

Como ejemplo, suponga que se tienen dos estimadores insesgados in-
dependientes de la misma cantidad que se originan en dos muestras dis-

tintas., La ponderacidn dptima de los dos estimadores serfa

1 - _!-_ -
(S2)x] + (52)x;
1 2
1 1
2 2
%9 9

Como otro ejemplo, suponga que xI, veey xi son los valores de X en
una muestra de k unidades de muestreo seleccionadas con probabilidades
iguales y con reposicidn. En este caso, cada g; es un estimador inses-
gado de X. Si tomamos w, = %’, entonces x”~ es §, el promedio simple de

los valores en la muestra. Fijese que, como es de esperarse, la ecuacidn

(3.16) se reduce a E(x) = X. Ademis, puesto que cada estimador, x;, es
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1la misma’Vvariable aleatoria que podria tomar-cualquier valor del conjunto
Xi, };.,:kN, c}gro estd que todos los o§ tienen que ser iguqleg a 02 =
i“:*-, 2- ,
2%, %)2"

-N_" - *

Py A
SR

2
Por lo tanto, 1a ecuac1on (3. 17) se reduce a-g » lo que

estd de acuerdo con la pr1mera parte de la secclon 3.5.1,
x;
EJerc1c1o 3 14. Si se 1gua1a x de la ecuacidn- (3. 15) con ;— de
i
la seccidn 3.5.2 y se toma X, H‘% » Yk = n, entonces x” de la ecuacidn

. xi
T

-

(3.15) resulta ser lo mismo que x* = ;%-de la seccidn 3.5.2., Muestre
que, en este caso, la ecuscidn (3.17) se vuelve la misma que la ecuacidn

(3.12),

3.7 ESTIMACION DE VARIANCIAS

Todas las f£6rmulas de variancias que hemos presentado en las sec-
ciones anteriores han involucrado cdlculos sobre un conjunto de valores
de una poblacidn. En la préctica, tenemos datos correspondientes a una
muestra nicamente. De manera que tenemos que considerar métodos para

estimar variancias, empleando los datos obtenidos de muestras.

3:7.1 MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
En la seccidn 3.5.1 encontramos que la variancia del-promedio de

una muestra aleatoria simple es

2

4
Var(x) = o) (3.18)
g(’x.-‘ 3’{)2
i L
donde o§ = 3;——15———— . Z(x - %2
Como un estimador de OX’ la férmula v--——---1;1-——---pa.rece ser muy apropiada.

Sin embargo al muestrear poblac1ones f1n1tas, es costumbre definir va-

riancia entre'unldadés'de‘la'pobladion”dbmb'siguér
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E(X- K2
52 = 3;_7$:f-- y utilizar s2’ ~~como’ un " estimador’ de

’ : ; R LA R RN ST
$2 . Una explicacibn de esto aparecerd cuando encontremos el valor es-

g

E

perado de s? como sigue:
La férmula para s? puede escribirse en una forma mds conveniente

para encontrar E(s®), asf:

n
- x)2 -
?(xi x) Ix2 - nx2
2 1 1
s = =

n~-1 n-1

n
y E(s2) = ?{%T EG2) - nE(R2))
1

Hemos demostrado anteriormente que X; ©8 una variable aleatoria que

tiene probabilidades iguales de tomar cualquier valor en el conjunto

xl, teey ch

NZ
ixi nZX%
Por lo tanto, E(xg) =5 Y iE(xi) =5 Entonces,
E(s?) = Sy {'3;- - E(x2)} (3.19)

Sabemos, por definicidn, que 03 = E(x - X)2, y es fdcil demostrar que

X ,
E(x - X)2 = E(x2) - X2, Por lo tanto, E(x2) = 02 + X2. Por substitucifn
eri 1a ecuacidn (3.19) obtenemos
o Lm
B(eH) = 416w X o)
U x
. I(x,- X2 mx2 o _ S
Por definiciﬁq,?of'é Tl ke X2, y ya que el método especifi-
::‘x‘::,& ot e -0 . X
- cado de muestrzo era MAS, 02 = %E%G;r), por lo que tenemos E(s2) =
, SAPT  Th R NI 5 - Do

o o ;
n_go_ MNen X o oo o o ieinnniA viiita
) {ox ,(N_l)n }, 1o qqe‘éesyues de simplificacidn resulta ser
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5Note que, de las deflnlclones dadas arr1ba para ci y S‘,fééﬁdéducezqne

Por loltanto,‘E(sz) ='s2, Puesto‘que‘s, es un

_est1mador 1nsesgado de Sz, ahora pondremos __352 en’ 1uga"de o§ en la

fecuaclon‘(3,18) lo‘que dau

"N-n 52,
N Var(x) w ~n‘) - (3. 20)
'Las formulas (3 18). y (3. 20) dan resultados 1dent1cos para Var(x),
ambas’ estan de ‘acuerdo con E(x - X)2 como def1n1c1on de var1anc1a. Hemos

‘demostrado.QQQ's?;esiun'estlmadpr insesgado de s2. 29n1eqdp,sz en lugar

de é?nen’la,ecuainn (3,20), tenemos

ey S Magh -2

como un estimador de la variancia de X. Con respects a la‘ecuacidn (3.18),

.NEI es un estlmador insesgado de c§ . Cuando_uﬁls2 se pone en lugar de

X’ se obtlene la ecuacidn (3 21)

Puesto que, en la ecuaclon (3 20), ——B-es exactamente 1 menos:la

N
fracciﬁn de muestreo, y 32 es un estimador insésgadd de S$2, hay algo de
oo o ' - B2
ventaJa en usdr la ecuacidn (3.20) y s2 = -—ifjr———-como una definicidn

de var1&nc1a entre unldades de muestreo en la poblac1on.

EJerCICIO 3.15., Para una pequena poblaclon de 4 elementos, suponga ‘

".'c
% - x

/1‘

'lque Tos valores de X ‘sori Xl = 2 X = 5 X =3 y X4 = 6. Con91derelpues-

" tras aieatbriaﬁ'éiﬁplés.de tamaﬂO"Z; Hay seféyﬁﬁééﬁfésfbasfﬁléééf7"

 (a) Para’ cada una de las muestras calcule x y s . Es dec1r, encuen-
tre la distribucidn en el muestreo de Xy la dlstrlbucloﬁ en el

muestreo de 32

4.,».

tﬁ(b) Calcule Sz' luego determ-ne Var(x), usando la ecuaclon (3 20).

{U(c) Calcule la var1anc1& entte*loa's'ls ;alores de x y compare e1

Los: resultados:


http:menos.la
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(d) De la distribuciﬁnven 0l muestreo de 82 calcule E(s2) y veri-

fique que- E(s2) =52,

3.7.2 PROBABILIDADES DE SELECCION DESIGUALES
En la seccidn 3.5.2 derivamos una fOrmula para la variancia del

estimador x”, donde
: X,
z--—

P

- 1
X — (3.22)

El muestreo se hizo con probabilidades de seleccidn desiguales y con
reposicidn. Encontramos que la variancia de x” estd dada por
N X,
| IP, G- - X)2
Var(x”) = &————ﬁ————— (3.23)

Para estimar Var(x”) con base en una muestra, uno podria inclinarse,
en primer lugar, a usar una formula del mismo tipo que la ecuacidn (3.23),
pero no resulta conveniente. La ecuacidn (3.23) es un promedio ponde-
rado de los cuadrados de desviaciones (F% - X)2 que refleja las probabi-
lidades desiguales dg seleccidn. Si se ;plicara el mismo sistema de
ponderacioﬁes en una formula para estimar la variancia sobre la base de
una muestra, se estaria en efecto aplicando dos veces las ponderaciones:
primero én'el procedimiento mismo de seleccidn y luego a los datos de la
muestra.*vLés probébilidades desiguales de seleccidn ya est@n incorporadas
en la mueétraimisma.

Tal como se hizo en algunas de las discusiones anteriores, mire al

estimador como sigue:

Y

e R e )
JEEE TR AR uxi .00t x; co Xy
x* = = = , donde xJ = — ,

e

Cada x7 es un estimador independiente insesgado del total de la poblacidn.
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8 Puestn que cada valor de xi reclbe una ponderac1on 1gual en la determlna-

[‘clon de x', parece que la formula 51gu1ente para estlmar Var(x ) podria

| servit: ‘ :
.‘Var(x ) == (3.24)

Z(X - X‘)z
donde g2 = ———;:E-—4-4- . 'Siguiendo un método parecido al usado en la

.geccidn 3.7;1 es posible demostrar que
B ICI ] gP (3{- - X2
R
Es décir,'léiégﬁgéiéﬁ"YB.Zaj’pfoveé‘uﬁ'estimédor'insesga&o de la Var(x”),
cuyo valor estd dado en la ecuaciin (3.23).‘ La deméstraciﬁn'se deja como

rejercicio.

ﬁ@Ejercicio,3;16.v,chempssreferengia:al ejercicio 3.1, a la ilustra-

+ciBn 3,7 y.al ejercicio 3.11, En la ilustracidn 3.7, la distribucidn en

e;}mqgstggo;dg.xfifvea la ecuacitn (3.22)) se da para muestras de tamaiio

J;Zade:;ajppblaqiaq“deiﬁ elementos que fue usada en el ejercicio 3.1.

(§)Engalgulgvar(xf)L= %?’(ecuaciﬁn (3.24)) para cada una de las 10
Wuestras posibles.

ép)*lgglcglerg}lgqug‘egyg;adp'de;Va;(x‘) y compdrelo con el resul-
,tédo&obgggidg'gn elng?rcigio‘B.llr Deben ser iguales. Recuer-
de, a1 determinsr o1 valor esperado de Var(x”), que los X no

ocurren con frecuencias iguales.

3. 8 RAZON ENTRE DOS VARIABLES ALEATORIAS
En 1a ‘teor? : y en la practlca del muestreo se encuentran a menudo.
estlmadores que son razones entre varlables aleatorlas.; Se senalo ante—:

: rlormente que E(w) #-—L—l donde u y W son varlables aleatorlas. Ahora

"se presentaran formulas_para el'valor'eSperado ‘de una’ razon“y para la-



93

S gk e, Sy ; e e .;‘,‘ ek UG it RNy et N 9. A; s e e
variancia“de una razbn,‘pero sin‘la’ derivacidn. “Las ‘férmulas “son’
. IR I . RN I A B ; LN o A

aproximaciones: o
EQ) =St -——) 3.25)
R w T ww? o aw :
| k‘u s u >°ﬁ 03 2puwoucw
Var()) = @+~ - =545 (3.26)
_ w u? 2 uw
donde u = E(u)
w = E(w)
g2’ - 2
ol = E(u - u)
2 - 2
o = E(w - w)
= UV - -
y P = Oucw, donde o, = E(u-u) (w-w)

Para una discusidn de las condiciones bajo las que las ecuaciones
(3.25) y (3.26) son buenas aproximaciones, refidrase a Hansen, Hurwitz

y Madow (Sample Survey Methods and Theory, Tomo I, Cap. 4, John Wiley &

Sons, 1953). Las condiciones generalmente son satisfechas con respecto
a estimadores derivados de encuestas por muestreo. Como regla empirica,
la férmula para la variancia generalmente se acepta como satisfactoria

si el coeflclente de variacidn de 1a variable del denominador es menos
9,

de 0,1; es dec1r, si ——-< 0,1. En otras palabras, esta condicidn requiere
W

que el coeficiente de variacidn del denominador sea menos del 10 por

ciento. Un coeficiente de variacidn mds grande podria ser tolerable antes

de tener que preocuparse por la aproximacidn de la ecuacidn (3.26). La
“"Uw
condicidn — < 0,1 es mds estricta que lo necesario para considerar como
e W - e e, N :
S TR 3 : g s ]

1ns1gn1f1cante el sesgo de una razon. Con _pocas excepciones,.en la pr&c-
: i‘r’.ﬁ EA N

e 2

i

tlca se hace caso omlso del sesgo de .una razdn.’ Algo de la loglca que

sostlene esta practlca aparecera en la 1lustrac1on que 81gue. En reSumen,

W0

las cond1c1ones en las cuales .las ecuaciones (3. 25) y (3.26)..n0 .s0n buenas 
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vaproxlmaczones son tales que es, muy probable'que .1a ‘razén tenga:.valor
dudoso, debido a variancia grande. |
Si u'y w son comblnaclones llneales de vgtlables aleatorlas, la
: s AR i

teoria presentada en secciones ;ntéflores es apllcable a'u y aw, Su-
ponlendo que u y w son estlmadores derlvados de una muestra, para esti-
mar VarG—) tome en cuenta el dlseno de la muestra y substituya en la
ecuacidn (3.26) estimaciones de u, w, cﬁ; 05 Y Pt Ignore la ecuacidn
(3.25), salvo que haya motivo para creer que el sesgo de 1@ razdn podria
ger importante en relacién con su error eséﬁndar.

'ﬁé de interéé ﬁotar la similitud entre Var (u-w) y Var(%ﬁ. Segiin
elyteoreﬁa 3.5,

Var (u-w) = 02 + 02 -2 a0
uw uow

Por definicidn, la variancia relativa de un estimador es la variancia del
estimador dividida por el cuadrado de su valor esperado. De modo que,
eén términos de 1a variancia relativa de una razdn, la ecuacidn (3.26)

‘puede escribirse

02 02 0,0
Var Rel(—0 =44 ¥ 2p
Cou2, w2 W

La similitud es una ayuda para recordar la fdrmula para la Var(%).

Ilustracidn 3.23. Supongamos que tenemos una muestra aleatoria.

81mp1e de n elementos de una pobla01on‘de N. Sean X e y los promedlos

de la muestra referentes a las caracteristicas X e Y. Entonces, u = x

y W = Y‘
N - g2 ’ i g2
2 = —--—-DI-.“l —.& I 2 g‘——-N-n —X-
% N (n).‘: Y % N (n)
e S PRI g % . :
Fijese que la condicidn ‘discutida anteriormente, — <'0,1, se satisface
w

‘8i°la muestra es Suficienteménte grande pata asegufar qiie *
52
Enc L ) <0512
N
ny?
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.Substituyerndo en “la:ecuacidn '(3.26), -obtenemos' lo- siguiente como la va-
riancia de la razén:

i -»‘,‘ S t S 2p

Var<> (N;“)()xcx -—"-‘;'-_———>”
y - .tyrxe -Y2, XY

Es sesgo'de‘§5COm0ueétimédor de §5est§ dado por el segundo t&rmino de
L Y. . . Y
la ecuacidn (3.25). En el caso de esta ilustracidn, se tiene

2 .
N-n, 1.% 5% XY“x"Y)
A medida que aumenta el tamafio de la muestra, elvsesgo disminuye como

1 .
o’ mientras que el error estlndar de la razdon disminuye a una tasa me-

1 .
nor, a saber, — , Como consecuencia, no tenemos que preocuparnos por
. a ,

la posibilidad de que el sesgo se vuelva importante en relacidén con el
error de muestreo g_medida que aumn:nte el tamafio de la muestra. Una po-
sible excepcidn ocurre cuando se combinan varias razones. Un ejemplo
es el muestreo aleatorio estratificado cuando se tienen muchos estratos
y se hacen estimaciones de la razdn separadamente para cada estrato.

Este asunto es tratado en los textos sobre muestreo.

3.9 ESPERANZA CONDICIONAL
La teorfa de esperanza condicional y variancia condicional de una
variable aleatoria és‘una parte muy importante de la teoria del muestreo,
especialmente de la teoria del muestreo en etapas mltiples. Trataremos
de la teoria con respecto al muestreoc en dos étapas.
La go?éciSp-que se usard en esta seccidn y en la proxima es:
M'éékeitnﬁggfq:gé UPH‘(gnidgdes primarias de muestreo) en la poblacidn.
‘m es.el nlimero. de UPM en la muestra.

NifeSﬁelﬂnﬁmero total de elementos en la i-&sima. UPM.
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) HM* let ’
N = IN; es el nlimero total de elementos en la poblacidn.
i

n; es el niimero de elementos en la muestra tomados de la i-&sima UPM.

~ 8

N =In, es el nilmero total de elementos en la muestra.

L]
“gis w

Xij es el valor de X correspondiente al j-&simo elemento en la i-&sima
UPM. “Se refiere a un elemento en la poblacidn; es decir, j =

1, ..., Ng; i=1, ..., M.

X; 5 es el valor de X correspondiente al j-&simo elemento en la mues-
‘tra de la i-&sima UPM en la muestra; es decir, los. subindices i

y j se refieren al conjunto de UPM y elementos en la muestra.

N. .
Xi' = lei. es el total de la poblacidn correspondiente a la i-€sima
3
UPM.
ii'aifﬁ-es el promedio de X correspondiente a todos los elementos
i
en la i-&sima UPM,
MN. M
£2'X..  IX,
- i3 13 41 _
X,.,= N =N es el promedio de todos los N elementos.
M
IX,
= i . .
X, = ¥ es el promedio:de los totales de las UPM. Note bien la
diferencia entre X, y X,
n, .
\xi-“?‘z“xij es el total de la muestra correspondiente a la i-&sima
e et e S, T !

UPM en la muestra.

- 1. ' R ey Ve e Y . ) .
Xeo 5 »es-el«promed;ordewloS‘ni-elementos en la muestra de la

i-ésima.UPM.
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Zzlxij
X = l"1-;1-------es el promedio de todos los elementos en la muestra.

Tome el caso de muestreo aleatorio simple con probabilidades de

seleccidn iguales y sin reposicidn, en ambas etapas. Considere la mues-

tra de n; elementos de la i-fsima UPM. Sabemos, de la seccidn 3.3, que

ii- es un estimador insesgado del promedio de la UPM, ii_; es decir,

E(§i.) = ii. y para una i fija (una UPM especificada), ENiEi. = NiE(§i°) =
Niii = Xi. . Pero, debido a la primera etapa del muestreo, ENi;Ei tiene
que tratarse como una variable aleatoria, de manera que es necesario con-
siderar el valor esperado de un valor esperado.

Primero, considere a X como una variable aleatoria, en el contexto

de muestreo de una sola etapa, que podria ser igual a cualquiera de los
i
valores xij en la poblacidn de N = ZNi elementos. Sea P(ij) la probabi-
i
lidad de seleccionar el j-&simo elemento en la i-&sima UPM; es decir, P(ij)
serd la probabilidad de que X sea igual a xij' Por definicidn,
My
E(X) = ZIP(ij)X,. (3.27)
.. ij
1]

Ahora considere la seleccidn de un elemento como un procedimiento
de dos etapas: (1) seleccidn de una UPM con probabilidad P(i), y (2) se-
leccidn de un elemento de la UPM seleccionada, con probabilidad P(j|i).
En palabras, P(jli) es la probabilidad de seleccionar el j-€simo elemento

en la i-€sima UPM, dado que la i-Zsima UPM ya ha sido seleccionada. Asi

pues, P(ij) = P(i)P(j|i). Por substitucidn, la ecuacidn (3.27) queda

MN,
E(X) = ZZ'P(i)P(j|i)X,. o sea
i o H
M N,
E(X) = IP(i)I'P (jli)xij (3.28)
1 J

N,
f s ea i ] ,
Por definicion, § P(jll)xij es el valor esperado de X para un valor fijo
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de 'i,""Se! llama ééhétéhzaicondicional"v

oo N T o - , N

_Séé Eé(X|i77=“Z}PCjfi)xisgdende'Ef(Xli)‘esflawdotécian‘que usaremos
R | . .

para 1a esperanza condlclonal. Repltlendo, E (X|1) qulere deeir "el valor

esperado dn X para una i flga .’ El subindlce 2 indica que la esperanza

-

condicional se réfiere ala segunda etapa de muest:eo. E1 y E2 se-refe-

rirdi a la primera etapQJy a Igﬁééguﬁdaietapa, respectivamente:
Substitﬁyendo'Ez(Xli) en la ecuacidn (3.28), obtenemos
bl
E(X) = ZP(i)Ez(xli) (3.29)
i
Hay un valor de Ez(xli)‘péra cada una de las M UPM. Puesto que Ez(xli)
es una variable aleatoria con probabilidades P(i), el segundo miembro de

la ecuacidn (3.28) es, por definicidn, el valor esperado de E2(X|i).
Esto conduce al siguiente teorema:

Teorema 3.6. E(X) = E,E,(X]|i)

Suponga que P(j|i) = y P(i) = ﬁ + Entonces,

2 |
e

N,
. il -
By (X|1) = § %35 = %4

M IX

- 1l ,= ie
y R =B &) = 1) -

En este caso, -E(X)-es .un-promedio no ponderado de los promedios de las
UPM. Es importante notar que, si P(i) y P(j|i) se escogen de tal manera
que P(ij) sea cbqstante; cada elemento tiene’la misma probabilidad de
seleccifn. Este punto se tratard después.

'Eieteorema 3.3 trata del valor esperado de una combinacidn lineal
de variables aleatprias. ﬁay un teorema co;rgggpn&iente,parg la espe-

ranza condicional. Suponga que la combinacidn lineal es
- . . * t.

k
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donde 815 «esy 8 SON constantes y Ups eees Uy SOR variables. aleatorias.. -
Sea E(Ulqi) el valor esperado de U bajo una condicidn especificadaqci,
donde c; es una de las condiciones del conjunto de M condiciones que po-
drfan ocurrir. El teoréma sobre esperanza condicional entonces puede
expresérse simbdlicamente como sigué:

-Teorema 3.7, E(Ulci) = alE(ullci) + ... + akE(ukIci)

k
o como E(Ulci) = iatE(ut|ci) .

Compare los teoremas 3.7 y 3.3 y fijese que el 3.7 es parecido al
3.3, excepto que se aplica la esperanza condicional. Suponga que ¢ es
un suceso aleatorio y que su probabilidad es P(i). Entonces E(Ulci) es

una variable aleatoria y, por definicidn, el valor esperado de E(Ulci)

M
es XP(i)E(UIci), que es E(U). Asi pues, tenemos el siguiente teorema:
i

Teorema 3.8. El valor esperado de U es el valor esperado del valor
esperado condicional de U, lo que se escribe simbGlicamente como sigue:
E(U) = EE(U]c,) (3.30)
Substituyendo en la ecuacidn (3.30) el valor de E(Ulci) en el teo-
rema 3.7, tenemos

, M
E(U) = E{alE(ullci)-!-...+akE(uk|ci)} = E{ﬁatE(utlci)} (3.31)

Ilustracidn 3.l4. Suponga un muestreo en dos etapas con muestreo

aleatorio simple en ambas etapas. Sea x”, definido como sigue, el esti-

mador del total de la poblacidn:

=

p? lp.

-

X" = 1y | (3.32)

ij

gIx
e a
Ty

il

Ejercicio 3.17. “Examine el estimador x” de la ecuacidn (3.32).

Exprégelo en otras formas que pudieran ayudar a mostrar su estructura
a N. n,
18gica. Por ejemplo, para una i fija, iqué es = Elxij?

. ij

tLe parece una
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‘ Qaﬁeratgfﬁ‘z‘6ﬁaﬁié‘f:’ée‘=f estimar el total de la'poblacidn?
7 g¢bn%§1$finfde:exﬁibirlefcomo'una'cbmbinaCiﬁnﬂlineal de variables
‘ aiéétd?iﬁs;ées3cbnveniénte expresarla en la forma siguiente:
' M“Nﬁ- M Nm
m m m
Supongamos que queremos encontrar el valor esperado de x” para deter-

minar si es igual al total de la poblacifn. Segiin el teorema 3.8,

E(x") = EE, (x”|1) (3.34)
L ks M m N' n“
E(x") = EjE{C I =5 zlxij) |i} _ (3.35)
A .

Las ecuaciones (3.34) y (3.35) se obtienen simplemente por la substitucidn
de x* como la variable aleatoria en la ecuacidn (3.30). La c, ahora se

refiere a cualquiera de lasm UPM en la muestra, Primero, tenemos que so-
| MmNy
lucionar la esperanza condicional, Ez(x‘li). Puesto que @ Y 7 son cons-
v . : i
tantes con respecto a la esperanza condicional, podemos escribir (usando

el teorema 3.7):

=

-

E,(x"|i) = %‘

Bt g

X
n,
i

[Ny R -}

'z, Geg519) | (3.36)

Sabeqos!que, para cualquier UPM dada en la muestra, xij es un elemento en
una muestra aleatoria simple de la UPM y, segin la seccidn 3.3, su valor
esperado es el promedio de la UPM, ii-" Es decir,
.<Eé(xi5|iy = X,
2ik (x..|1i) = n.X, (3.37)
3 2713 i

Substitqygnﬂo el resultado de la ecuacifn (3.37)‘enwla (3.36) nos da

E (x’l iy = % z‘ N, (3.38)
l e
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, _»El,prsximo,paso_eé«encontra::el,valo:Aesperado.defEz(xfli)«1‘En*lau
ecuacidn:-(3.38),.:tanto Ni como,ii.=30n variables aleatorias asociadas .

con la primera etapa.de muestreo. Asi es que;tomaremos‘xi.-= Niif; como

la variable aleétofié, lo que nos da, en lugar de la ecuacidn (3.38),
m
ey UM
E2(x |1) o ixi.

Por 1lo tanto,

y @
E(x") = E, C ixi,)

Por el teorema 3.3, tenemos

m m
M =M
By G HX5.) = 4 2B Xp)
i i
Puesto que g%
m T ie
Z.:El(xi') = m(T)’
i
Entonces,
m M
E (1-4- X, ) = IX
I'm [“i- . e
i i

M
Por lo tanto, E(x”) = ZXi_ = X, , - Esto demuestra que x” es un estima~
i

dor insesgado del total de la poblacidn.

3.10 VARIANCIA CONDICIONAL

"Variancia condicional" se refiere a la variancia de una variable
sujeta a una cordicibn o limitacidn especificada. Estd relacionada con
probabilidad condicional y esperanza condicional.

En la determinacidn de la variancia de x” (vea la ecuacidn (3.32) o
la (3.33)) se usarﬁhel siguiente teorema importante:

.Teorema 3.9. La variancia de x” estd dada por

V(x7) =,V1E2(xf|i)¢+.EiV2(x‘Li)



102

i*EéﬁiéiVHfiéhcia?Cbrre3§oﬁdiehﬁeﬁaéIaﬁprihéta”étapdfﬁélﬁmuéﬁtreo
‘ygviyééjlaﬁvatiéhéiéyvéondiéibnal"'cbfresﬁondiéncéfaﬂléﬁbegﬁh&a"étaba;-
a$;'thqs?diqqutidOcEi(xfli)iy notado querhay un’valor:de Ez(xﬁLi) para

dénde’ v

céd;;gfﬁ %n;}§328§1§°i§n9A gppqncgs; VlEé(x‘li) es simplémenté'la_vgr]
riénéia»dé los M valores de Ez(x‘li),
En el teorema 3.9, la variancia condicional szx‘li)'es, por defini-
cidn,
V,(x*]i) = Ezf{x’ - Ez(x*|i)}2|i]
Para entender Vz(x‘li), piense en x” como una combinacidn lineal de va-
riables éleatorias (vea la ecuacidn (3.33)). Considere la variancia de -
x” cuando i se mantiene constante, Todos los Eérminos (variables aleato-
rias) en la combinacidn lineal ahora son constantes, s#lvo las que'se
originan en el muestreo dentro de la i-ésima UPM. Por lo tanto; Vz(x‘li)
estd asociada con la variacifn entre elementos en la i-&sima UPM. Vz(x‘li)
es una variable aleatoria con M valores en el conjunto, uno para cada UPM.
Entonces, E1V2(x‘|i) es, por definicidn,
. | ,
E1V2(x‘|i) = iP(i)Vz(x‘]i)

Es decir, E1V2(x’|i) es un promedio de M valores de Vz(x‘li) ponderados
pof P(i), la probabilidad de la i~&sima UPM de ser incluida en la muestra.
Se dardn tres ilustraciones de la aplicacidn del teorema 3.9. En
cada caso habtﬁ'cindo pasos en' la determinacién de la variancia de x”:

Paso 1 - Determine‘Ez(x‘li)
Paso 2 ~ Determiﬁe'viEz(x‘[i)'
Paso 3 - Determine Vz(x’]i)

Paso 4 - Determine EIVZ(X'|1)

Paso 5 - Combine los resultados dé;logﬁpasos 2.y 4.

PR

Ilustracidn 3.15. Esta:esrhha'iluﬁtfaéiﬁﬁiégngillh,:eécdﬁida porque
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'elgr'sultado ya. apareclo .en. parrafos anterlores Y, porque no 1nvolucra
L
una comb1nac1on llneal de varlables aleatorlas. Suponga que x en el

t,; 5‘

teorema 3 9 es. 31mp1emente 1a var1ab1e aleatorla x,\donde X tlene la

misma probabllldad de: tomar cualqulera de los valores X, i en el conjunto

M
de N =‘2Ni . Sabemos que la variancia de X puede expresarse como sigue:
i ' '

’V(x‘) = "l?‘lgiﬁ(x - X
Nij ij Tee)2 (3.39)

En el caso de muestreo en dos etapas,. un método equivalente de se-
lecclonar un valor de x es selecc1onar prlmero una UPM y luego seleccionar
un elemento dentro de la UPM, con la condlclon P(1J) P(1)P(J|1) = -

L Ahora
N,®

i
queremos encontrar V(X) mediante el uso del teorema 3.9 y verificar el

Ista condicidn se satlsface si se toma P(i) = ﬁi s ¥ P(Jll)
resultado éon la ecuacidn (3.39).
Paso 1. De las éspecificaciones pﬁra la seleccidn aleatoria, sabe-
mos que‘Ez(i’]i)-= ii; . Entonces,
Paso 2. V1E2(x‘|i) ='V1(ii.). Sabemos que ii- es una variable alea~
N,

toria que tiene probabilidad ﬁi'de tomar el i-&simo valor en el conjunto

il’ sess iM .. Entonces, por definiéiGn de la variancia de una variable

aleatoria, ‘
‘ ‘ M Ni - = 5
Alsy = 1 -
donde " - = gk
o z " N1 s i is
XO . \=x'§:r ‘x 1 :=1' \N
: ’1 .
?aso[3;. Por definicién,
N = \p
V (x Il) = z~rN (X T‘%itzﬁ



Ilue raclon 3 16. Determlne la varlancla»del eatimador x dado

por la ecuacion (3 32), suponlendo muestreo aleator1o simple en ambas

t

o etapas de muestreo."‘
“Bs aplicible el teorema 3.7, Es décir,-

i

“PaBO»lo
R l . " ‘ m '-' N . :
E <l>zz"n @‘-rf—"=>x-~-li} o

SR
RS

lo que’ qu1ere decir "sume los valores. esperados condlclonales de cada

i
PEEN

. uno; de dos.n, termlnos de la ecuacién (3 33)' -y
Con respecto a cualqulera de los termlnos de 1a ecuaciﬁn (3.33),

la esperanza cond1c10na1 es R
R S G
ﬂM 1.

__...).

_E {—( )x jIJ.} a -(‘-—-)E (x Ii) = —(-—}X. i

[T "
3t

:gpggglé]tanto,f
SUEL M.xi;
E (x‘|1) = zx =) (3.43),

13 B

Con referencla a (3 43) y sumando con reapecto al j, tenemos

. :i
He




L . ‘M‘m‘;
E, (x%]1) = Epixi'

D d i
Paso 2. Determine V, E (x‘|i) Eétq es' sencillo, po:que';m

en
la ecuacin- (3.44) es el proﬂquo de una muestra hléatpria de tamafio m

del coﬁjuntb de totales de las UPM, Xl, caes XM. Por lo tanto,

o2
- ZM-m b
E,(x li) = mi G o (3.45)
donde M ) ' M
§(Xi.- X’) gxi,
7 R S |
b M

En el subindice de 02 1a "p" representa la variancia entre UPM, y el
subsubindice "1" aiscingue esta variancia de las variancias entre UPM
en las ilustraciones posteriores.

Paso 3. La determinacidn de V2(x‘|i) es mds complicada, porque hay
que derivar la variancia condicional de una combinacifn lineal de varia-
bles aleatorias. Sin embargo, esto es an@logo al uso del teorema 3.5
péra encontrar la variancia de una combinacidn lineal de variables alea-
torias. El teorema 3.5 es aplicable, excepto que V(u|i) reemplaza a V(u),
y variancia condicional y covariancia condicional reemplazan a las varian-
cias y covariancias en la f&rmula para V(u). A medida que se deriva la
solucidn, note que la estrategia consiste en transformar el problema de
tal modo que sea posible usar resultados obtenidos anteriormente.

Examine el estimador x” de la ecuacibn (3.33) y determine si existen
covariancias. Un elemento seleccionado de una UPM es independiente de un
elemento seleccionado de otra; pero dentro de una UPM la sltuaclon es la
misma que tenfamos al encontrar la variancia del promedio- de una nuestra

'aIeAtbria:sipple. Esto.nos sugiere escribir x” en.t&rminos de ii- ’

porque los X;, son independientes. De manera que empezaremos cen'
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JEntonces, _?q‘n;,

V (x’|1) =y {(— .’;lel,)ll}

‘Ya.que’. los X: s son 1ndepend1entes,

, Mz;‘:‘v 2]
Vo &) = 2 0y%g 1D

v, ya que N, es constante con respecto a la variancia condicional,

v, (x"|i) = u Izi.lnzv (x, |1) - (3.46)
2 om? T2 , :

Puesto que‘el muestreo dentro de cada UPM es muestreo aleatorio simple,

. Ne=mg o2 |
V2(x [1) = ( mar} )n (3.47)

donde

1 ¥ 32
v, K57 %)

-Paso 4. Después de substituir la ecuaci®n (3.47) en la ecuacidn
(3.46) y ‘aplicar el teorema 3.3, tenemos
VM o N - ng 02
(x‘l ) = 22 IE {N2( )—-}
i N;
“Puesto ‘que-la primera etapa del muestreo era muestreo aleatorio simple,

?”cqﬁa“UPMﬁteﬁia'la‘misma_prohabilidad de estar en la muestra,

E{Nz( 1) }=-— NZ( _1>
1.

n.
POr lo tanto,

N: =y 0'2

‘ g M
2(x‘|1) = ; ZNZ(———_—I& nl‘ (3.48)
RIS X 1] i S

paéo?fs . "3Lé--ﬁeisiﬁbina§:i6ﬁfﬁ de‘las ébyiét:ibngsjfii"(3-‘."'4,,8) y- (3v45)~da el

‘resultado:*
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02
Sl Ny om0 ;
V() = M2(M 1) ;zng,(ﬁ—,-—.‘,_—'l—);— (3.49)
it% i

' <

ildétraCiSn 3.17. 'Lésﬁeéﬁécificd;idﬁésLdéi mﬁéétrebyéoﬁtr(ffjéﬁb

la primera etapa seleccione m UPM con reposlclﬁn y con probabllldades
P(1) = zi-y (2) en 1a segunda etapa selecc1one una muestra aleatoria
pimple de n elementos de cada una de las m UPM selecciohadas en la pri—
mera etapa. Estb dard una muestra de n = mn elementos. Enéuentré la
variancia del éstimador del total de la poﬁlaciﬁn.

Es necesario cambiar el estimador, porque las UPM no fueron selec-
cionadas con probabilidades iguales. Los valores en la muestra tienen
que ser ponderados por las reciprocas (los inversos) de sus respectivas

probabilidades‘de seleccidn, para que el estimador resulte insesgado.

Sean
P“(ij) la probabilidad de que elemento ij est& en la muestra,

P°(i) la probabilidad de que la i-8sima UPM est@ en la muestra
(vea la nota que sigue), f
P‘(jli) la probabilidad condicional de ser seleccionado el j-€simo
elemento, dado que la i-&sima UPM ya estd en la muestra.

Nota: (Segiin las especificaciones del muestreo, P“(i) = mi%’ lo que in-
dica que la i-8sima UPM puede aparecer en una muestra mds de una vez, y
se cuenta cada vez que aparezca. Es decir, si la i-8sima UPM es selec-
cionada mds de una vez, se selecciona una muestra de n dentro de la

i-€sima UPM cada vez que ella sea seleccionada.)

Por substitucifn,

N, = -
Pe(if) = )R =2 =R (3.50)

i
La ecuac1on (3.50) quiere decir que cada elemento tiene la misma probabi-

i
lidad de4estar en 1a huestra. Por conslguiente, el estlmador es muy

simple:
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ommedij T

',EjéftiCio 3”18 Demuestre que x de la ecuac1on (3 51) es’ un €

\.-_4 N L <.\-'~" .’xk

;tlmador 1nsesgado del total de la poblac1on.
AL buscar V(x ), nuestro prlmer paso fue determ1nar E (x‘ll)

Paso 1 Por def1n1c10n,

E, (% I;) E. {(—— zlej)ll}
mn-ij.

Puesto que i es constante con respecto a EZ’

E, (x"l) =N zzE (x..]1) | (3.52)
R unx 13 2743

Se deja comg ejercicio el pasaje de la ecuacidn (3.52) al resultado
siguiente:

Eé(x’|i ie

' sla

m_
'IX - (3.53)
. , i
Paso 2. De 1a ecuacidn (3 53) tenemos
N 0= |
OO ERRRCE:
Ya que los ii- son independientes,
‘: .‘ sz_
V1B &7]4) " w? RIRERS
A causa de que la prlmera etdpa de- muestreo es con probabilidades .pro-

porclonales a los: N y ‘con' reposicidn,-

- MN]_‘_‘ ;:v»_';,fz-w: o »
) =& - X 02 (3.54)

- ‘Entonces, . ... o
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Ejercicio ‘3.19. ”Déﬁ&eé%?é”&dé'ﬁ{ii;)“s”i;;”,“ib que ‘indica que es

apropiado usar X _ en 1a,gggqgi6n‘(3,54),'wb

Paso 3. Pafa‘detgpminafvvz(x‘li),vprimeno escriba el estimador como

I A -

X = (5.56)

Bl=
e 8

ie

Entonces, ya qué los ii- son independientes,

. in Nz ;lv =
V2(x ll) =2 : 2(xi')
y -
: o Ni- n a%
Vo(x;)) =507
i n.

donde

Por lo tanto,
N.- n o2
-l N2 B8y i
VO = § F o)
1 n

aley N2 0 Ni-m
Paso 4. E1V2(x ll) = Ez(:))fEl(-ﬁ-:—lci)
ni”® i
N
Puesto que la probarilidad de Vz(x‘|i) es 3 »

4 NzlmMNiNi-t-{z
EVOTID = ) 10 Pl
n 11 1

que se reduce a

. y2 M N; N- n )

‘ .. 22  wuume ————
E\V,(7|4) = = oot
mn 1 1

(3.57)

Paso 5. Al-combinér‘(3.555 7'(3.57)'tenemos el resultado:

. g2 -
spad L aérgbé o NgNe=m ‘5
Voo = w4 L aidiopod @59

S cmmp TN
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' CAPITULO IV. LA DISTRIBUCION DE UN ESTIMADOR

4.1 PROPIEDADES DE MUESTRAS ALEATORIAS SIMPLES

‘Lavtistrlbuc1on de un’ estlmador es una base pr1n01pal para juzgar
.la exactltud de una estlmaclon basada en una encuesta por muestreo, Se
ref;efe‘a todas las p081bles estlmaclones que podrian ocurrlr en la re-
pet1c16n continua de un plan de muestreo y estlmador (metodo de estima-
cifn) prescritos. Gracias a la teorfa y la comprobacidn empirica de la
teoria, no es necesario generar‘fisicamente lé,distribuci6n de un esti-
mador mediante la seleccidn de muchas muestras y la preparacidn de una
estiﬁaci6n de cada una. Sin embargo, con el fin de poseer una distribu-
cidn tangible de un estimador que sirva de base para discusidn, hemos
preparado una ilustracidn.

Ilustracidn 4.1. Considere muestras aleatorias simples de 4 toma-

1 1
das de una poblacidn supuesta de 8 elementos. Hay n'(gin)' = 495, =70

muestras posibles. En la tabla 4.1 se indican-los valores de todas las
70 muestras de cuatro elementos. Primero se ordenaron las 70 muestras
con el fin de facilitar el apunte correcto de todas. Se calculd el pro-
medio, i, de cada muestra y las muestras se ordenaron de acuerdo con
ios valores de X para su presentacidn en la tabla 4.1. La distribucidn
de X la forman los 70 valores de X mostrados en lé tabla, y cada uno de
ios 70 valores de x tiene la ﬁisma-probabilidad de ser la estimacidn de
‘una muestra aleatoria simple. Estos 70 valoreg se han arreglado como una
’dlstribuclon de frecuencias en la tabla 4. 2,

Como fue expllcado anterlormente, una de 1as propledades del mues-

(s P

ftreo aleatorlo 51mp1e es la de que 1a medla muestral es un estlmador in-

:~sesgado del promedlo de la poblac1on, es: declr, E(x) = X Esto qulere

5

ﬂfdeclr que 1a distribucidn de x esta centrada en X.’ 81 la teoria .es
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No. de la{Valores de =' |9 . |No. de:lalValores de | - 2
) X 8 . : X s
muestra“ T 7.} - muestra |. X >
i R A g N AT :

“le 0 2,1,6,4 3,25 . 4,917 f‘“3§é,' 1,6,8,9 6,00 12,667
2 - 2,1,4,7 3,50 7,000 37  '1,4,8,11 6,00 19,333
3 2,1,4,8 3;75 9,583 38e 2,6,8,9 6,25 9,583
4 2,1,6,7 4,00 8,667 39%e 2,4,8,11 6,25 16,250
5 2,1,4,9 4,00 12,667 40e 1,6,7,11 6,25 16,917
6 2,1,6,8 4,25 10,917| 4le 1,4,11,9 6,25 20,917
7 2,1,6,9 4,50 15,667 42 1,7,8,9 6,25 12,917
8 2,1,4,11 4,50 20,333 43ce 6,4,7,8 6,25 2,917
9ce 2,1,7,8 4,50 12,333 b4be 2,6,7,11 6,50 13,667

10 1,6,4,7 4,50 . 7,000 45e 2,4,11,9 6,50 17,667

lle 2,1,7,9 4,75 14,917 46 2,7,8,9 6,50 9,667

12 2,6,4,7 4,75 4,917 47e 1,6,8,11 6,50 17,667

13 1,6,4,8 4,75 8,917 48e 6,4,7,9 6,50 4,333

14 2,1,6,11 5,00 20,667 49e 2,6,8,11 6,75 14,250

15e 2,1,8,9 5,00 16,667 50e 1,6,11,9 6,75 18,917

16 2,6,4,8 5,00 6,667 51 1,7,8,11 6,75 17,583

17 1,6,4,9 5,00 11,337 52e 6,4,8,9 6,75 4,917

18e 1,4,7,8 5,00 10,000 53e 2,6,11,9 7,00 15,333

19 2,1,7,11 5,25 21,583 54 2,7,8,11 7,00 14,000

20 2,6,4,9 5,25 8,917 55 1,7,11,9 7,00 18,667

2le 2,4,7,8 5,25 7,583 56e 6,4,7,11 7,00 8,667

22e 1,4,7,9 5,25 12,250 57 4,7,8,9 7,00 4,667

23e . 2,1,8,11 5,50 23,000 58 2,7,11,9 7,25 14,917

24e 2,4,7,9 5,50 9,667 59 1,8,11,9 7,25 18,917

25 1,6,4,11 5,50 17,667 60e 6,4,8,11 7,25 8,917

26e 1,6,7,8 5,50 9,667 61 2,8,11,9 7,50 15,000

27e 1,4,8,9 5,50 13,667 62ce 6,4,11,9 7,50 9,667

28ce 2,1,11,9 5,75 24,917 63 6,7,8,9 7,50 1,667

29 2,6,4,11 © 5,75 14,917 64 4,7,8,11 7,50 8,333

30e 2,6,7,8 5,75 6,917 65 4,7,11,9 7,75 8,917

3le 2,4,8,9 5,75 10,917 66 6,7,8,11 8,00 4,667

32e 1,6,7,9 5,75 11,583 67 4,8,11,9 8,00 8,667

33e 1,4,7,11 5,75 18,250 68 6,7,11,9 8,25 4,917

3be 2,6,7,9 6,00 8,667 69 6,8,11,9 8,50 4,333

35e 2,4,7,11 6,00 15,333 70c 7,8,11,9 8,75 2,917

* Los valores de X para la poblacidn de 8 elementos son: X1 = 2,
X, = 1, X,.2 6, k4'= by Xg =7, X, = 8, X, = 11, X = 9; X = 6,005 y
L(X.~ X)2
§2 = —FE— =12
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fgwéﬁldéaTZfhiDiBtribucian;enrél muestreo.de x

.?“

- 'Frecuencia relativa de x

‘ffﬁuestreo aleatorio|Muestreo por
.. simple . jconglomerados
(Ilustrac1on 4.1) [(Ilustracidn 4.2)

Muestreo aleatorio
estratificado
(Ilustracidn 4.2)

325"
3,50
3575
4,00.
4{?5i

4,50
4,75
5,00

5,25

5,50
5,75
6,00
6,25
6,50
6,75
7,00
7,25
7,50
7,75
8,00
8,25

8,50

A 8 y 75

1
1
1
2
1
4
3
5
4
5
6
4
6
5
4
5
3
4
1
2
1
1
1

1

Pt

l—-t-‘N_w-L\LnJ-\M-L\le-‘

70

36

i‘ot‘:ezzl" D “

Valor esperado

AT

defx.o-oooooooooo 6 00

.Varlanc1a de x... 1,50

6,00
3,29

6,00
0,49
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,correcta, el promedlo de % para las 70 muestras, todas con 1gual proba-
bilidad de aparecer, debe ser igual al promedlo de'ia poblac1on, 6,00.
El promedlo de las 70 muestras si es igual a 6,00, |

De la teoria de valores esperados, también sabemos que la variancia

de x-estd dada por

52 = N‘“(— ) (4.1)
X
donde g -
. i(Xi X)
N-1

Con referencia a la ilustracidn 4.1 y a la tabla 4.1, S2 = 12,00, y

8-4,12
=5

SE ) = 1,5. La fdrmula (4.1) puede verificarse mediante el c3dl-
X

culo de la variancia entre los 70 valores de x como sigue:

(3,25 - 6,002 + (3,50 - 6,00)2 +,..+ (s 75 = 6,00)% _
70 = 1,5

Puesto que S2 es un par@metro de la poblacifn, generalmente es des-

conocido. Afortunadamente, como dijimos en el capftulo III, E(s?) = S2,

donde

iy <) 2
Z(xi- X)

En la tabla 4.1 se incluye el valor de s2 para cada una de las 70 mues=-
tras; el prbmedio.de los 70 valores de s? es igual a S2. E1 hecho de que
E(sz) = §2 eg otra propiedad importante de 1aé muestras aleatorias simples.

En la prictica, s? se usa como un estimador de S2. Es decir,

2
2 o N-n s
8- N (n
x

)

es un estimador 1nsesgado de la variancia de x.

En sinte31s, acabamos de verificar tres propledades importantes de

n

lés'muestras aleatorlas slmples:
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{(3) E(e?) =82
E1 error estédndar de x, S_» es una medida de cudnto varfa X con. respecto
srETE S 190 B0 S8, : !

a X-en muestreos repetidos. Incidentalmente, note que.‘la écuacidn- (4:1)

g

muestra cSmo. se relaciona la variancia de X con el tamifio dé la muestra.

Ahora tenemos:que considerar la forma o configuracidn -de la distribucidn

de x.

Definicitn 4.1. La distribucidn de un estimador a menudo se llama
"distribucifn en el muestreo". Se refiere a la distribucidn de todos los
valores posibles de un estimador que pudieran ocurrir bajo un plan pre-

scrito de muestreo.

4.2 TFORMA.DE LA DISTRIBUCION EN EL MUESTREO
En relacidn con el muestreo aleatorio hay gran cantidad de litera-
tura sobre la distribucidn de estimadores, pero no trataremos de hacer
una revisidn de ella. En la préctica, la distribucidn generalmente se
Fcep;a“cdmo normal (yeg la figurg 4.1),¢§§1v9 que sea "pequefio" el ta-
quﬁg.de 1a mues;ra.; La teoria y los ensayos empiricos demuestran que
:_la dlstrlbuclon de un estlmador se acerca répidamente a la dlSttlbuCIOR
normal a medlda que aumenta el tamano de la. muestra. La proxnmldad que

i

tlene la d19tr1buc1on de un estlmador a la dlstrlbuclon normal depvnde

de (1) la d18tt1buc16n de X (es declr, la forma de la dlstrlbuc;on de

ffrecuenc1as de X en la poblac1on que se, muestrea) (2) ‘la forma del

est1mador, (3) el d1seno de la muestra y (4) el tamano de la ‘muest:ra.’ No.

BTN R x

.cuando el grado de aprox1mac1on es suflclentemente bueno. En la nractlce



115

R TRIT N - B A

generalmente es cuest16n de trabaJar como 31 la dlstrlbuclon del estl-

mador fuera normal, pero tener en mente 1a p081b11idad de que la d19tr1—

. o T T

:bucion puede difetif conslderablemente de la normal cuando la muestra es
muy pequena y la dlstrlbuclon de la poblac16n es muy asimétrica.

Es muy afortunado que la d13tr1buc16n en el muestreo sea aproxima-
damente norﬁﬁl, porque esto da una base para afirmaciones probabilisticas
acerca de la precisidn de un estimador. En cuanto a ﬁotacian, x” serd
la expresidn general para representar cualquier estimador y L serd el

error esta@ndar de x~.

E— l | =

E(x‘)-ZOx, E(x')—ax, E(x”) E(x’)+ox, E(x‘)+20x,
Fig. 4.1. Distribucidn (normal) de un estimador
La figura 4.1 es una representacidn grafica de la distribucidn en
el muestréo de un estimador. Es la distribucidn normal. En la ecuacidn .
matemﬁtica'para la distribucifn normal de una variable hay dos pardmetros:

el valor medio y el error estdndar de la variable.

* ~ ' .
Para una buena.discusidn de la distribuciSn de un estimador basado en
una muestra, vea el Tomo I, Cap.. 1 de Sample Survey Methods and Theory

por- Hansen,rHurwitz y Madow, John Wiley & Sons. 1953.

’
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buponga que x ‘es un estlmador basado en una muestra probabllistlca.
Las caracteristlcas de la dlstrlbud Sh en el muestreo de X’ quedan espec1-
*flcadas por tres cosas: (1) el valor esperado de x~, E(x ), que es el pro-

o R T

medio de 1a d15tr1buc1on, (2) e1 error estandar de x“, o T (3) la supo-

sicidn de que la dlstrlbuclon es normal Sl x~ tlene d15tr1buc1on normal

. T A
FE i . b A NIRRT

dos terclos de los valores que x podria tomar se encuentran entre los
limltes {E(x ) ~-a ,} y {E(x ) + o ,}, el 95 por c1ento de los posibles

valores de x” se encuentran entre {(x ) - 20 ,} y {E(x”) + 20 ,}, y el

99,7 por ciento de las estimaciones no se apartarén mag de‘30x, de E(x7%).

Ejercicio 4.1. Refiriéndose a la ilustracidn 4.1, calcule E(x) - o_
: - X

y E(x) + 0_ . En la tabla 4.2 encuentre la proporcidn de los 70 valores
X
de X que estdn entre E(x) = o_ y E(x) + O_ . ¢CBmo compara esta propor-
X X ‘

cidn con la esperada, suponiendo que la distribucidn en el muestreo de x

" es norﬁal? No se espgra que la aproximacidn a la ﬁormal sea muy cercana,
debido al tamarfio peqﬁeﬁo de la poblaciSn y de la muestra. Tambidn calcu-
le E(x) - 20y E(ﬁ) + 20_ y determine la proporcidn de los 70 valores de

X x
X que se encuentran entre estos dos lfmites.

4.3 DISENO DE MUESTRAS:

Hay muchos métodos para el disefio y'ééleéciﬁn‘de muestras y para hacer
estimaciones basadas en muestras, Cada metodo de’ muestreo y cada estimador
tiene und distribucifnen el’ muestreo’ Puesto que la diStribuciﬁn en el
nuestreo ‘se supone*normal'~1a‘cbmparaciokxéﬁtré°ﬁétbdgs;ElféfﬁatiV6é:éézw
" hace en termlnos de E(x") y- c - (o o ,)

En el caso. del muestreo aleatorlo 51mple hemos v1sto que, para una

RORESREN r:lf

e n, toda p051b1e comb1nac1on de n elementos tlene la mlsma pro-

i

fbabllldad de ser 1a muestra seleccionada.' Algunag dp patas naaihlao



dan aparecer, o para que clertas omblnaclones*tengan mayor probabllldad

ot

de ocurrlr queaotras; Esto se puede hacer 51n 1nstroduc1r sesgo en el

P P
+

estlmador x* y sin. perder la base para la estlmaclon de 0 ~ o La dis-

cu81on de dlsenos partlculares de muestras no es prop031to principal de
3 :
este capltulo, sin: embargo, se usaran unas pocas 11ustrac10nes senc111as

para introducir el tema de diseﬁo y para ayudar a_desarrbllar conceptos

~

de var1ac1on en el muestreo.

Ilustrac1on 4 2. Suponga que la poblaciﬁn de 8 elementos usada en
la tabla 4 1 ge arregla de modo que se componga de cuatro unidades de

muestteo como sigue:

Unidad.de muestreo Elementos Valores de X Total de la unidad
.. ly2, X1= 2, X2= 1 3
2 a 3‘y é 'VX3= 6, X4= 4 10
3 5y6 X5= 7, X6= 8 15
4 ' 7y 8 X7= 11, X8= 9 - 20

Para fiﬁes de muestreo, ia poblacidn ahora se compone de cuatro
unidades de'mneafreo en vez dé ocho elementos. Si seleccionamos una
muestra aleétqfia simple de dos unidades de muestreo de la poblacidn de
cuatro»uaidades de muestreo, es‘qbvio que es aplicable la teoria de mues-
treoﬁbéra'el nuestreo a1éatdr§p}simp1a. Esta iletraci&n-destaca la im-

portgﬁéia-&é haéer:uha'élata distinéiﬁn'entre las unidades de muestreo

y los elementos a 1os que corresponden las medlclones. Una unidad de

dades de : muestreo (selecclones aleatorlas) es lo que determ1na el error

3

EXF J"i s T A A A v

‘ E
de ‘muestreo de un estlmador. Cuando las unldades de muestreo se componen.

v

UL TR 5

de mas de un elemento, el muestreo comunmente se llama muestreo por
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:conglomera os"; porque los elementos en una unldad de muestreo general—

geografzcamente. En el c"o‘de una muestra

; leatori 81mple~de“2’un1dades de muestreo, la var1anc1a de x (donde xc

‘ee la medla muestral’por unldad de muestreo) es

g2 e—o 13 17
{"x

Coen Y e

‘dondel“; -

N 9% s2 . L3 12)2+(10-1z)2+(15-12)2+<zo-1z)2 _158

‘ 3. : . 3
: NI e .*~4 RO S T Y s T
;'En vez del promedlo por unidad de muestreo, probablemente estaremos més
v A x ,

'1nteresados en . el promedzo pot elemento que es x.= 7; porque hay dos

elementos en cada unldad de muestreo. La varlanc1a de X es la cuarta

Lt - 2
e

parte de 1a varlancla de xc'; Entonces, la variancia de k eé létlz 3 29,

Hay solamente seis muestras aleatorlas p091b1es, como elgue.

T " Media muestral por - ".E‘;d‘é -

Unidgdes\de‘mugstreo . unidad de muestreo 8
1y2 6,5 24,5
1y3 9,0 72,0
lyé 11,5 144,5
23 25 2
~2 V4 15,0 30,0
£ s 12,5
x%z(x - x)2

vdonde s Yo Xg es el{total de la 1-eslma un1dad de muestreo.

S T3 G20

QTengawla‘segurldad de notar que sg (que es la est1mac1on de 82 hecha de

e, nldades de muestreo en la muestra y

“es 1a varlanp;a"'

1nd1v1dua1es en la muestra. De 1a llsta

-,nl—<1~_

;de seis muestras es fac11 verlflcar_que xc es: un estlmador 1nsesgado del

_promedlo de la poblac16n por'unldad de‘muestreo y que 92 es un est1mador

Hlnsesgado de 13 17 1a varlancla entre las 4 unldades de muestreo en la


http:hecha.de
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poblacibn. Tambi€ 'la‘varlancla entre los. seis ‘valores de x es 13,17,

BTN Wiy iy

R Loy T

10 que esta deﬁécuerdo con lg gormu}a..

Las seis muestras congloméradaé §481blesrse encuentran entre las -
70 mgggtras de la tabla 4. 1.‘ Los nﬁmeros que las 1dent1f1can en la lista
son‘}, ?,.283_43)h6?“y 70. Una q <s1gue a cada uno de-es;os nﬁmeros. La
distyibpciﬁn‘en el muestreo para las seis muestras apa;gce en la tabla
4.2, 1o ggggpgrpi;evung‘cgmparaciSn con la distribuciﬁn correspondiente
al muestreo aleatorio simple. La comparaclon muestra que la seleccidn
aleatorla entre estas seis es menos deseable que la selecc1on aleatoria
entre las 70. Por ejemplo, la probabilidad de ocurrencia de uno de los
promedlos extremos (3 25 % 8,75) es % en el caso de muestreo por conglo-
merados y de sqlplgg-cuando se selecclona’una muestra aleatoria s1mp1e
de cuatro elementos. En esta ilustracidn, la restricecidn én el muestreo
(1a conglomeracidn o agrupamiento de elementos) aumentd la variancia de
la muestra, de 1,5 hasta 3,29,

Es importante notar que la variancia media entre elementos dentro
de los cuatro conglomerados o grupos es solamente 1,25. (Los estudiantes
deben calcular la variancia de cada grupo para verificar este resultado.)
Este valor es mucho menor que 12,00, la variancia entre los 8 elementos
de la’'poblacidn. En realidad, la variancia entre elementos dentro de
conglomerados es usualmente menor que la variancia entre todos los ele-
mentos de la poblaciSn, porque los conglomerados (unidades de muestreo)

usualmente se édmponen de elementos que est@n juntos, por lo que general-

mgnte;tiéﬁeh uﬁa’tendencia de ser parecidos.

glgrc1c10 4. 2. En 1a 11ustrac10n 4,2, 'si la variancia media entre

e g

elementos dentro dé’ conglomerados hublera sldo mayor ‘que LZ 00 la varian~
_;_lx A S
c1a en el caso de muestreo por conglomerados habria sido menor que la va-

t

r1anc1a de ‘una ‘muestra aleatorla 31mple de elementos. Repitaflo que se
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*hlzo en la 11ustrac10n 4, 2, usando como - unldades de muestreo los conglo-
'merados formados por los elementos 1'y6 2 y 5 3 y 8, y 4 y 7. Estudle“

’los resultados.

Ilustraclon 4.3. Quizd el método mﬁs comiin de muestreo es el ddé

sé basa en la a81gnac10n de unidades’ de muestreo de una ‘poblacidn a gru-
pos llamados "estratos", de cada uno de los cuales se saca una muestra
aleatoria simple. Suponga que la poblacidn usada en la ilustracidn 4.1
se divi&e entre dds estraios, cﬁmo sigue:

Estrato 1l: X1 = 2, X2 =1, x3 = 6, X4 = 4

=7, X, = 8 X, =11, X, =9

5 6 7 8
El plan de muestreo consiste en selecclonar de cada estrato una muestra

Estrato 2:

aleatoria simple de dos elementos. Hay 36 muestras poéibles de 4, dos
. de éada‘estrato. Estas 36 muestras se identifican en 15 tabla 4.1 con
una "e" despdés del némero de la muestra para facilitariéu comparacidn
con las 70 muestras aleatorias simples y con las seis muestras de con-
glomerados., &ea también l# tabla 4.@.
Céﬁsidere la variéncid de X. Podemos escribir
'_'§+:-c

g Ml
2

en donde‘;:1 es la media muestral del estrato.l y §2 es la media muestral

correspondiente .al estrato 2. Ségﬁn,el teorema 3.5,

s2 = (-,1:) (s2 + s2+25_ )
X : xl.n_xz R )

Sabembs que la covariancia, 5__» es cero, porque el muestreo de un es-
S N XX e e
trato es 1ndepend1ente del muestreo del otro estrato. Y, ya que la muestra

'dentro de cada estrato es una muestra aleatorla 81mp1e,

No-n 82
§2 =2 1.1
3 - Nl'-_ ny
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2 .
Coatin g _11" ST \
A e AR

o'
.

El subindice "1" se refiere al estrato l. MSE,es,dg la misma forma que

)
S2...Por.lo. tanto, , . . . ;. ..
| - 2 . 2
§2 = z'{~—ﬁ——-§;0 +'-1;‘-§;0}
Puesto que
 Ny-mn, Np~n
1 1 2. 2 1
= =~ yn, =n, = 2,
N1 N2 2 1 2
s2 + s2
s2 o Lol 22 16,92 42,92 40
% 8 2 8 2

La variancia, 0,49,2§s comparable con 1,5 en la ilustracidn 4.1 y con
3,29 en la ilustracidn 4.2.

En la ilustracidn 4.2, las unidades de muestreo eran grupos de dos
elementos y la variancia entre estos grupos (unidades de muestreo) apa- ’
recid en la férmula para la variancia de x. En la ilustracidn 4.3, cada
elemento era una unidad de muestreo, pero el procedimiento de seleccidn
(aleatorizaci§n) fue restringido a tomar un estrato (subconjunto) a la
vez, de manera que la variancia fue determinada por la variabilidad den-
tro de los estratos. A medida que estudie planes de muestreo, fdrmese
imagenes menﬁales de la variacidn de la que depende el error de muestreo.
Con la_experiencia y los conocimientos acumulados acerca de los tipos de
variacifn que:aparecen en distintas poblaciones, uno se hace experto en
juzggr';a eficiencia de;planes alggrnativos de muestreo en relacidn con
los, objetivos espegificog dg_unaiencugsta.

. ~5ila poblagiﬁnAyi}as muestras.en las ilps;réciones citadas hubieran
_usido;mﬁa:granéég,1;§sgdi§pribpgiqpeg,de 1;$ta$1a¢4.2 hab:ian sidp aproxi-

madamente, normales Asi es._que,: puesto que la forma de la distribucifn.
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,de un’ est1mador derlvado de una encuesta por muestreo probab11ist1co se

iacepta;como normal, solo dos atrlbutos tlenen que,ser‘evaluados' a saber,

s

e En las 11ustrac10nes dadas, ‘8e supuszeron cond1c1ones~1deales JTales

'condlcloneé no exlstenben el mundo real de manera que la teoria t1ene>
Aque extenderse para que se cuadre mds exactamente con laé cond1c1ones
eXistentes. Hay varias fuentes de error o variaci&n que han de evaluarse.
La naturaleza de la relacidn’ entre 1a teorla y la practlca es un factor
-prlnclpal entre los que gobiernan la tasa de progreso en’ el meJoramlento
de la exactitud de los resultados de las encuestas.

Ahora extenderemos los .conceptos de error hacia planteamientos més

précticos.

4.4 'ERROR DE RESPUESTA

' Hasta ‘aliora hemos hablado del muestreo bajo la suposicidn implicita
dékQQe ée:oﬁédbiéfan medidas de 'todos 1os n elementos en una muestra y
quéfig fiedida de cada elemento sea sin error:’ ﬁingﬁﬁa“dellas dos supo-
siciones cuadra exactamente con’el mundo feal. Existen’errores’de varias
clases, " Por ejemplo, en una encuesta de fincas; se define "finca"; pero:
la dplicacidn de"la defini¢i6n *‘involuctrad cierts grado de ambiglledad
caﬁ”fééﬁécéé a ‘'si’ciertas ‘ekplotaciones satisfacen o no-la définicidn. -
p?abé7§éisaﬁas‘ﬁoafﬁﬁﬁteﬁér“ihferés en‘'la’misma parcela, dando lugat a

«1a‘ﬁo§iﬁiiiaaa?aé~&ﬁe*ié pércéla*éé“éﬁeﬁté%déé‘véées‘(iﬁcluidaWCOﬁb”ﬁarte

de dos f1ncas), o podra om1t1rse del todo’,
En parte con el propos1to de’ enfatlzar qué el‘ error-en una’estima=:

c1on es mas que una cuest1on de muestreo, los estadistlcos a menudo cla—

81f1'an las muchas fuentes de error entre dos clases generales"(l) errores

de muestreo, que son los asoc;ados con el hecho de que se3t1enen medldas“
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. de’ una muestra de elementos en vez de med1das de todos 1os elemontoe de

(_ ;n\.“ LR R

.1a poblac1on y (2) errores aJenos al muestreo - los .que _ocurren ya sea
vl

H

que'aexapl;qge mugst eo 0 no, Los modelos matemdticos, de error pueden

ser muy gogﬁ;ejos“cuépdo‘incluygn un término para cada una dé‘lés muchas
fuentes de error e intentan representar exactamente el mundo real. Pero
no siegprg/qon.nqgesagios mpdeios de error complicados; su uso depende
de 1§s érop§sitos;

Para fineg de explicacidn, usaremos dos modelos muy simplificados
de error de respuesta. Esto introducird el tema de error de respuesta
y dard algunos indicios sobre la naturaleza del efecto del error de res-
puesta sobre la distribucidn de un estimador. Por simplicidad, supondre-
mos que se obtiene una medida para cada elemento en una muestra aleatoria
Yy que no existe ninguna ambiglledad respecto a la identidad o definicidn
de un elemento. Asi estaremos considerando el error de muestreo y el
error de respuesta simult@neamente.

Ilustracidn 4.4. Sean Tl’ eeesy T, los "valores verdaderos" de al-

N

guna variable para los N elementos de una poblacidn. La mencidn de valo-

res verdaderos origina varias preguntas sobre la naturaleza de un valor
verdadero. Por ejemplo, jcudl es su.peso verdadero? (COmo definirfa el
peso verdadero de una persona? No entraremos en el problema de definir
valores verdaderos; nos limitaremos a suponer que existen valores verda-
deros de acuerdo con-alguna definicifn practica. Al intentar averiguar
Ti’ podfia obtgnerse.algﬁn valor distinto. Denotemos con Xi el valor
realmente obtenido. La'diferencia,,ei = Xi - Ti’ es el error de respuesta
corréspopdiepte al i-&simo elemento. Si la variable'es, por ejemplo, el
peso de una persona, el peso Xi observado para la i-&sima persona depende
de cBmo y cufndo se realice la'meédicidn. Sin embargo, por simplificar,

suponga .que el valor obtenido sea.siempre Xi, sin importgr las condiciones
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ﬁé“ﬁé"feéliééb h*mediéi6n. ‘En’ otraa palabras, suponga que el error

3

del 1-e31mo elemento sea constante. En este caso h1—

espuesta,beg;
potetlco,wrealmente estamos muestreando un’ conJunto de valores pobla—
c1onales,'ii§5;..; XN; ‘en vez’ de_un conJunto ‘de valores verdaderos, Tl’
R
“En las dondiciones citadas la teorfa de muestreo es aﬁlicable
exactamente al conjunto de valores poblaciénales Xl, ooy XN. Si se
elecciona unia muestra aleatoria simple de elementos y se obtienen
ﬁédidéé’de'todos'1os’elémentos en la muestra, entoncéé E(i) =X, Es
décir, si €1 propdsito del muestreo es estimar X, el estimador es

insesgado; pero si el propdsito es estimar

el estimador es sesgado, salvo que T sea igual a X. La cantidad
X,- T se denomina 'sesgo de respuesta'.

El error de respuesta, e, = Xi - Ti puede escribirse asi:
Xi = Ti + e 4.2)

‘Entonces, en el caso de una muestra aleatoria simple,

n’ n
I Al e U
X = =
n n
Por lo tanto,
i = E +e

‘»&be‘}ggggggigmge valores esperados tenemos
E(x) = E(E) + E(e)
‘Puesto que E(x) = Xy ,E(,E).,;,?,;;J."f: siguese que

X = T + E(e)

”f}De modo que X es ‘un- est1mador sesgado de T salvo que E(e) = 0, donde’
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N
- Eei P T .- .
E(e) = & - Es decir] E(e) ‘es el promedio de los errores de tespiesta,
e;, de toda la poblacidn.

. . y S . B e l“ B aln et W% .,
En el caso de muestreo aleatorio simplé,’la variancia-de x es:

: N'; K 2
N-n S§ 2 E(Xi- &
2 o TR & =
S; N (11>’ donde S N1

aQué efecto tiene el error de respuesta sobre la variancia de X y la de x?
Ya hemos dicho que el valor observado del i—ééimo'elemento es igual a su
valor verdadero m%s un error de respuesta; es decir, Xi = Ti + e, .
Suponiendo muestreo aleatorio, '1‘i y e; son variables aleatorias. Podemos

usar el teorema 3.5 del capitulo III y escribir

2 - q2 2
s2 S% + sZ + st’e (4.3)

donde Si es la variancia de X, S% es la variancia de T, Sg es la variancia
deey ST,e es la covariancia entre T y e. Los t@rminos del segundo miem-
bro de la ecuacidn (4.3) no pueden ser evaluados sin datos correspondientes
a Xi y Ti’ pero la ecuacidn si mueéﬁra cdmo el error de respuesta afecta

la variancia de X y, en consecuencia, la de x.

Como un ejemplo. numérico, suponga una poblacidn de 5 elementos y los

siguientes valores de T y de X:

Ti Xi e;
23 26 3
13 12 -1
17 23 6
25 25 0
7 9 2
Y 19 2

Promedio 17 19
Quizd los estudiantes quieran verificar los siguientes resultados, espe-

cialmente para la variancia de e y la covariancia entre T y e:
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:‘.. 2 . . ‘ . 2 = v,‘ o 2 = - [ i R I3 (-'\-' .
;? .§335: §§T ;;?439'; ?ej-,ij'{,x*ST,E';uo’§

Cofio Verificacitn de'la ecuadith (4.3); tenemos
62,5 % 54,0.+:7,5 +2(0,5)"

De datos de una muestréﬂaleatorié simple se calcularfa

n -
, ?(xi- x)2 82 .
sf - & ’n-l y se usaria E§E¢;§) como una estimacidn de la variancia

-X
: 1

de-x. aEs claro que s2 es un estimador insesgado de Sﬁ en vez de 82
¥y que el 1mpacto de varlaclon en e, estd 1nc1u1do en 82?

Para resumir, el error de respuesta causS un sesgo en X como una
estimacidn de T qﬁe era igual a X'~ T. Ademds, era una fuente de va-
riacidn. incluida en el error estdndar de x. Para evaluar el sesgo y
la variancia que sean atribuibles al error de respuesta, es necesario

tener informacidn sobre Xi y‘Ti.

Ilustracidn 4.5. En este caso, suponemos que el error de res-

puesta para un elemento dado no es'consfante. Es decir, si un elemento
se midiera en varias ocasiones, los valores observados para el i-&simo
elemento podrian variar aunque el valor verdadero, Ti’ quedara sin cambio,
Sea el modelo de error

X..=T, +e?.

ij i ij
donde X.. es el valor observado de X para el i-&simo elemento cuando
la observacitn se toma en una ocasifn particular, i3
T. es el valor verdadero de X para el i-&simo elemento; y
. e8 el error de respuesta péra_él i-8simo elemento en una
ocasidn particular, j.

Suponga, para cualquler elemento dado, que el error de tespuesta, eij’

éS una varlable aleator:a. 'Podemos tomar es j = e + eij’ donde e1 es

BV v l

' el valor med1o de e.j ﬁﬁra una : f13a- ea dec1r, e. ‘- E(ef-li) Estb 8

¥
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separa el error:.de regpuesta'enadOS'compbneﬁte§11nﬁdﬂédﬁétaﬁtegbgiyuy
DO T ’ .

uno variable, eij' Por'deﬁiniciﬁﬁﬁ’elf&arq;,esperado*de eij,esrcero,
. ' Y - : | B .

para cualquier elemento dado. Eso es, E(e.jll) = 0.

Substltuyendo‘ei +.eij por=eij,ﬂe1 modelo ‘se vuelve

.. =T * e -+ e.j o , (4.4)

El modelo, ecuacidn (4;4), ahora estd en forma adecuada para compararse

con el mOdéio en la ilustracidn 4.4, Eﬁ.la ecuaciﬁﬁ (4.4),‘51, tal como
e, en la ecuaciGnvkﬁfZ), es constante para un elemento dado. Por esto,

los dos modelos son parecidos, excepto el t&rmino adicional, eij’ en la

ecuacidn (4.4), que permite considerar la posibilidad de que el error de
respuesta para el i~&simo elemento no sea constante.

ASuponga una muestra aleatoria simple de n elementos y una observa-
cidn para cada elemento, Del modelo dado por la ecuacisn (4.4) ya pode-

mos. escribir la media muestral como sigue:

It. Ze Ze..
i . 1j

La suma con respecto a j no es necesaria, porque hay una sola obser-

vacidn para cada elemento en la muestra. En las condiciones especifica-
das, el valor esperado de x puede expresarse como sigue:

E(X) =T +e

I

donde

T. . .
Ao i

TN Y ety

Heoo 2
e 01 2

La vatlancla de x es compllcada, salvo que se supongan c1ertas con~-

, M

d1c1ones adlclonales.‘ Suponga que todos los termlnos de covarlancla sean

' '.l o

1guales a cero. Tamblen, suponga que la var1anc1a cond1c10nal de eij -8ea

constante para todos los valores de i; es dec1r, que sea V(e..|1) = 82 .
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;Entonces;lazvarlancla de x es.

donde. N ' N_
Z(T - T)2 v E(eg- e)?
2 = . 2 - _J:-_________ 2 . . s
ST N-1 , SE No1 y Se es la variancia condi

cional de eij; es decir, V(eijli). En este modelo, la‘'variancia de x

no disminuye a cero a medida que n + N. Sin e?bargo, suponiendo que N
0 SIRLnRYe ; s

sea grande, la variancia de x, que se vuelve Tf" probablemente sea

despreciable.

Definicidn 4.2. Error cuadrdtico medio., En t&rminos de la teorfa

de valores esperados, el error cuadritico medio de un estimador x” es
E(x” - T)2, donde T es el valor verdadero que se desea estimar, Es fécil
demostrar que E(x” - T)?2 = {E(x”) - T}2 + E{x” - E(x")}2 . Ast pues,

el error cuadraticomedio, ECM, puede expresarse como:

ECM = B2 +o§, (4.5)
donde B=E(X®) - T (4.6)
y 02 = E{x"~ E(x"))2 (4.7)

Definicidn 4.3. Sesgo. En la ecuacidn (4.5), B (por la palabra

inglesa bias) es el sesgo de x” como estimador de T.

Definicidn 4.4. Precisidn. La precisidn de un estimador es su

error est@ndar; es decir, el valor de 0.~ Que se obtiene de la ecuacidn
(4.7).
La precisidn es una medida de la capacidad de repeticidn de resulta-

dos. Conceptualmente, es una medida,de lé‘dispersiﬁh de estimacioﬁes

que se generarian por muchas repetlclones de los mismos proced1m1entos

de muestreo y de estumac1on, en las mlamas cond1c1ones. Con respecto a

o i x ,',\».

la dlstrlbuclon en el muestreo, es una medlda de la dlsper31on de las

L

est1mac1ones alrededor del centro de la d15tr1buc16n y no. 1nc1uye nlnguna
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indicatidi de dénde se encuentra’el ‘centro dé la distribucidn en relacidn
con el valor verdadero.

“En lgs ilustraciones 4.1, 4.2 y 4.3 se supuso. implicitamente ‘que el
valor verdadero~era~§; es decir, T era igual a X. Por lo tanto, B era

cero y el error cuadridtico medio de x* era lo mismo que la variancia de
4

x“. En las ilustraciones 4.4 y 4.5, el campo se ensanchd un poco con la

introduccidn del error de respuesta y con el examen tedrico del efecto
del error de respuesta sobre E(x”) y 0. + Enla préctica, muchos fac-
tores pueden influir en la distribucidn en el muestreo de x”. Esto es,
los datos en una muestra est@n sujetos a errores que puéden ser atribui-
dos a varias fuentes.

Con los datos de una muestra se calcula una estimacidn x” y una
estimacidn de la variancia de x”. ;COmo interpretar los resultados? En
las ilustraciones 4.4 y 4.5 descubrimos que el error de respuesta puede
dividirse entre sesgo y variancia. EL error de cualquier fuente puede
ser, por lo menos conceptualmente, dividido entre sesgo y variancia. Una
estimacidn de una muestra estd sujeta a la influencia combinada del sesgo
y la variancia que correspondan a cada una de las varias fuentes de error.
Cuando se utilizan los datos de una muestra para calcular una estimacidn
de la variancia de x”, la estimacidn es una combinacién de variancias que
podrian ser identificadas con varias fuentes. Asimismo, la diferencia
entre E(x”) y T es una combinacidn de sesgos que podrfan identificarse con
varias fuen;es.\

;a‘fggpra_Q.Z muestra la distribucidn en el muestreo de x” corres-
pondiente a cgda uqojde cuatro casos diferentes; A, sin sésgo y con error
estandar bago, B 91n sesgo y con error estandar grande, c, con sesgo
grande y error estﬁndar baJo, y C, sesgo grande y error estandar grande._

La exactztud de ‘un estlmador a veces se deflne como la raiz cuadrada del
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egun estaydef1n1c1on, podriamos

ferror cuadrat1c’

*?descrlblr los est1madores que tlenen 1as cuatro dlstrlbuclones en el

,'...,‘ P . : ,.t,v*

ﬁmuestreo de’la: flgura 4 2 como s1gue.,En el caso A el est1mador &8s pre-

‘e ciso: y;'f’gxa_,_qt;o;v'e,n.‘»:«B',vfie1'~est,1n\1,ador-= no; t.lene pregxslon ¥ .por ‘eso .c,are{:ej
“de éxactiﬁﬁd;;ényc,xel;eééimador“es,preciso pero -inexacto a.causa ael
o , , : ‘
seSgb;;yaen,D,qelgestimador es inexacto a causa de sesgo y baja pre-
. ~Ciéi5n;.» o
~Infortunadamente, generalmente no es posible determinar exacta-
mente lg,magnitud“dgl sesgo-. en .una estimaciﬁn;lni,ia,de un -cuisponente
particularfﬁel'sesgo.» Sin embargo, a ménua; hgy»evidencig de la magni-
tud del sesgo, basada en la experiencia general, en el qbﬁoqimiento de
la perfeccidn relativa”de:los“procedimientos de la encuesta y en inves-
tigaciones especiales.” El autor acepta el punto de visto de que el
error cuadrdtico medio es un concepto apropiado de 1a exactltud. En ese
coptexto, lo importante”es 1a ‘magnitud del ECM- y el valor ‘de B en’ rela-'"
ci6n’con 0‘,'; ‘Ese punto’'de vista ‘es 1mportante, porque no es posible
estar seguro de que B es 1gual a cero. Nuestra meta debe ser preparar
las especificaciones de la eéncuesta 'y 1levar a cabo 1as opéraéidﬁes de
la misma de tal modo que sea  pequefio B én reldcidn con dx,”. -0 se podria
decit'Qﬁe'quéremos"quedei“ECM'ééﬁﬂﬁfﬁiﬁo'ﬁgta un costo dado de la épcuésta.
Las maﬁéf&é}dé;Sﬂféner7évidéﬁcia‘ébbié.1éVmﬁghifﬁdgaéi ses 6 es un tema
mayor y no ‘estd dentro del alcagce de esta monografia.
Es 1mportante saber algo acerca de la magnltud del sesgo, B, én re-

*

‘laclon con el error estandar, a ,.. El error estandar depende prlnclpal-

'1menteAde1‘diseﬁo de la mueStrawy Ltaﬁaﬁa. En el caso de muchas pobla—;

c1ones encontradas en las encuestas;>a medlda que"aumenta el tamano de la

:}De hecho, e1 sesgo podria ser;:as grande que el error estandar aﬁn en el


http:estimador.es

131

LI} l L) l‘
boE B T Yoo LS R oL . . . .“T(.
E(x") B(x?)

y . o S A A R T . . - Co f.
A: Sin sesgo - error estdndar bajo B: Sin sesgo - error estdndar grande

i

o GB(RY) T EY)

C: Seago_grggdg_r error estﬁpda; bajo D: Sesgo grande - er;oryést&ndar grande

~Figurav4.2. Ejemplos de cuatro districhiones en el muestfep

. ."’; Tl ok A ,. T UL R
-Figura 4.3, Distribucidn.en el muestreo - -
;(cada puntito representa una estimacifn) . .
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-caso. de’ muestras de tamano medlano - por eJemplo" unos poco 'centenares

:para reduclr c La mayor preocupaclon respecto al error aJeno al mues-

treo es e1 sesgo y no el efecto sobre la varlancla. En el dlseno y selec—

N

esfuerzo en ‘v1tar sesgos que orlglnan én’ el muestreo. Sln embargo, en

ks "‘.‘

“stas es necesarlo tener 91empre en mente la exlsten-

c1a de sesgos'potenclales y procurar mlnlmlzar tanto los sesgos como el

error aleatorlo (es dec1r g ,)

Los comentarlos anterlores ‘son apllcables en parte a los censos tam-
.J ,

blen. Los resultados de ambos t1enen error cuadratlco medlo. Ambos son

-encuestas con respecto‘a la utlllzac1on de los resultados. Es dec1r,

ocurren 1nferenc1as’1nc1ertas ‘en el .uso'de* 103“resu1tados~de un~ censo lo

». AA,
¢

mlsmo que en ‘el uso de una muestra. La un1ca diferencia:es que en un cen-

so se. pro/ura obtener uria medlda para cada uno'de 168 ‘N elementos, pero

N=no*reduce“aﬁcéroﬁél'ECM* “En’ realldad no se: tiéne segurl-

el'poner n’

.

dad absoluta de que dlsmlnuya 51empre el ECM cuando el tamano de la mues-

tra aumnnta, porque ‘a medlda que dlsmlnuye 1a varlancla puede aumentar el

¥

sesgo. EstO»puedé suceder espec1a1mente cuando 1a poblaclon es grande y

las preguntas del cuestlonarlo sonzde“tal naturaleza que es d1fic11 ob=

:

tener contestac1ones sencxllas y actas. En el caso.de una muestra gran-

f

de un censo, podria ser mas d1fic1l controlar el error, en compara—

‘A '.

c1on con una muestra pequena.‘ Asi es p091b1e que un censo sea menos exac-

s

to 'tenga.un'ECM mayor) que una muestra en queflas fuentes de'error sean
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4.5 SESGO Y ERROR ESTANDAR .

Los vocablos "sesgo" ' sesgado" e "1nsesgado" :POSeen una gran va-

KRR W

rledad de’81gn1f1cados entre dlstlntqgslgd;v;4qqgﬁ Como  resuitado, .existe
muchaiconfu81on, gspgciglmgnte porque_los términogva ménudq Se usan con
soltg:p,{vTécnicagentgf parece lagicqzdefinir,el sesgo de un estimador
°9m°_i893{,?,3 en la ecuacidén (4.6), o sea, la diferencia entre el valor
esperadq Qel egtimador y el valor verdadero. Pero, salvo en los casos
hipotéticos o de ejemplos construidos, no se conocen valores numéricos
para E(g‘) y para T. Por eso, definir un estimador insesgado por la con~
dicidn B = E(x ) - T = 0 tiene muy poco o ningiin valor practico, salvo
que se desee aceptar que el valor verdadero es igual a E(x”). Desde el
punto de vista del nmuestreo, hay condicioneslque dan una base racional
para acep;ar'E(x‘} como el valor verdadero. No obstan:e, sin importar

la manera en que se defina el valor verdadero, se necesita una interpre-
tacidn buena y practica de E(x”).

H§»5i§° pract;cglcomﬁn entre los estadisticos de encuestas.llamar
1nsesgada una estlmaclon cuando estd basada en métodos insesgados de
muestteo y est1mac1on. Por eJemplo, en la ilustracidn 4.4, X se llamaria
una est1mac1on 1nsesgada, porque el método de muestreo y de estimacidn
es 1nsesgado.’ gn otrggkpg1abras, puesto que X es una estimacidn inses-
gada“dg X,_ggjpggdg’igte:pretar X como estimacifn insesgada del resultado
que ?e,habFi§7°§F?éid°,Si se hqbieran medido to@os los elementos de la

poblacian.

En la 11ustrac10n 4.5, el valor esperado de i'eg,mﬁs dificil de des-

Voo 1 e '4;

crlb;:. Sin embargo con referencla a1 método de muestreo y. de estlmaclon,

i'es 1nses ada" odria ser callflcada como "est1mac16n insesgada"
: gada" y p

aunque B no sea igual a T

R e

" ‘Una declaracidn qqegdice\simplgmentg‘V;a“eptimacisn‘es.innnnonAa"a
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es 1ncomp1eta y puede ser enganosa, especlalmente 81 uno no est§ fa-

millarlzado con e1 contexto y con:los conceptos de sesgo. Llamar in
‘%ébgéda‘hﬁé’esfimaéiﬁn equivale h;deéir’qﬁé‘la estimacifn es una es-
timacidn' insesgada de su valor esperado. S{ﬂiiﬁpbftar/camo se defina
"sesgo" o cOmo se use el t&rming; E(i‘jwéé el promedio de la distribu-
ciEﬁ‘én e1 muestreo de x”, y este concepto de E(x”) es muy importante,
porque E(x”) aparece en el error estdndar, O - dé x” y tambiZn en B,
Vea las ecuaciones (4.6) y (4.7).

Como un concepto o visualizacidn sencilla del error de una esti-
macidn derivada de una encuesta, al autor le gusta la comparacidn de
una estimacidn a un tiro # un blanco con arma de fuego o arco y flecha.
Considere la repeticifn mltiple de una encuesta, usando el mismo plan
de muestreo, pero escogiendo una muestra distinta cada vez. Este pro-
cedimiento generaria una distribucidn en el muestreo o un gran niimero
de estimaciones; cada estimacidn corresponderia a un tiro al blanco.

En la figura 4.3 cada puntito represehta'la estimacidn correspon-
diente a una muestra. El centro del grupo de puntos es marcado E(x”),
porque corresponde al valor esperado del estimador. . Alrededor del punto
E(x”) hay un circulo que contiene dos tercios de los puntos. El radio
de este circulo ¢orresponde a o#, » el error estdndar de la estimacidn.
El efrculo exterior tiene un radio de dos veces el error estindar y con-
tiene el 95 por cientd de los puntos. EL centro del blanco es marcado "T".

En la préctica, generalmente tenemos una sola estimacidn, x‘,‘y una
.eéﬁiﬁa&iﬁn,'jéxi ,“del ‘error estdndat de %", Con referencis a la figura
:ﬁfgfféﬁfﬁ‘ﬁdiéfe décif‘ﬁh”ghﬁtb”ﬁhhﬂa estinacidn del radic del cfrcuio -
;aifédéd&f@aé*E(i')wqﬁéﬂzbﬁﬁéndffg dgéfféréids\dé'iéé’égtimaéiéﬁéér&de ;e'

KR

-obtendrian en muestreos repetidos, No sabemos el valor de T ni el val

1 o 1
N l ‘& crdh ]

ide E(x‘)
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estambéﬁéxﬁresahdp‘un?grédo~de:confi§ngé rgppe¢§omayla,prpximi@gdhgnﬁqgg
se encuentra;;gyegtigaciangdeﬁivadasge%la encuesta en:relacifn con. E(x7);
gs:decip;;cﬁﬁp\ppﬁximq{éepencgnt;agﬁyprobaplemgnQQ;pnp,dq?los;pun;qs en
la figura 413~41tpuntoadeéconqcidq, E(x7).. Un juicio acerca de la dis-
tancia a, que se engqen;ngg(x‘)rde,?ﬁdgpeygeﬂgg‘c6mp se define T y de una
evaluaciﬁp de la magnitud de los sesgos. asociados con variaslfugn:gs de
error.,

Infortunadamente, no es facil hacer una afirmacidn corta, rigurosa,
completa e interpretativa acerca del error estdndar de x* . Si el error
estﬁndar estimado de x” es el 3 por ciento, se podria declarar simple-
ménte ese hecho sin hacer inﬁerpretacian. No es de mucha ayuda decir,
por éjemplo, que la probabilidad es 2/3 de que la estimacidn est€ dentro
del 3% deﬂsu valor esperado, porque una persona conocedora de los con-
ceptos ya sabe eso y probablemente la afirmacidn no seria de mucha ayuda
a la persona que no conozca los conceptos. Suponga que uno diga: "el
error estdndar de x” quiere decir que hay una probabilidad 2/3 de que
la estimacidn est& dentro del 3% del valor que se hubiera obtenido de
un censo tomado en exactamente las mismas condiciones". Esto es un buen
tipo de declaracidn, pero cuando uno repara en detalles mds refinados, se
necesita interpretar "un censo tomado en exactamente las mismas condi-
ciones" - especialmente en vista del hecho de que es imposible tomar un
censo'en.idénticas condiciones.

Para resumir, considere una encuesta como un sistema o procedimiento
completamente definido que incluye todos los detalles que podrian afectar
una estimacidn, como el método de muestreo, el método de estimacidn, las
palabras ﬁsgdas en el cuestionario, los procedimientos de entrevista, la

seleccidon, capacitacidn y supervisidn de los entrevistadores, y la redac-
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. se fébite muchaé”Veces,?mantgniénaﬁicOnéthﬁggsﬁtpdggﬁigéjéspg¢ifi§aci¢ngsﬁ
599§ondiciohés; 'Estoygéne?éiia“uné distr{bdéishgeﬁfélgﬁﬁgéﬁrébféomoulaﬁ
ilustrada en las‘figﬁr39“4;2*5?4}3:;”Teﬁéﬁbé&ﬁﬁéfdarnééﬁcﬁen?#ide;Qﬁe*uhh¢
cambioweﬁfcﬁalduiéfé"defléé“éspéCificQCioﬁéé-qiééﬁdicibﬁeanﬁe*la éncueéta,
pbrfmﬁériéVéiaﬁéﬁbg¥éééé Ei~témbi8§“fiene'ia‘ﬁdfénéiéiidéd”de cambiar la
&isttiﬁ&cigﬁ?é;'eirhﬁéééféo;?ééﬁéCihlﬁénfe'éiivaibi"ééﬁéradb de x*. ‘Cam-
bios en los planes de la encuesta, aunque no se cambien las definiciones
de los\ﬂaéaﬁétros due se éétimén, a mehudorfeéultéh en &iferehqias que son
mayores qﬁe”él’error aleatorio atribuible al ﬁuéstfeo.

La buena‘planifiéaciﬁn y administracidn demandan una evaluacidn de
errores de todas las fuentes y un empeiio en equilibrar precisidn y costos,

con el fin de que el ECM caiga dentro de 1limites aceptables y a un costo

minimo.



